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Resumen
El estudio de variedades diferenciables aparece de manera natural en la ciencia puesto
que estos espacios suelen constituir los escenarios topolo´gicos ma´s comunes. La topolog´ıa y
geometr´ıa diferencial estudian las propiedades y resultados de las variedades diferenciables,
y sus aplicaciones son numerosas en las matema´ticas y en la f´ısica. Sin embargo, existe una
estructura que generaliza y ampl´ıa el concepto de variedad: el orbifold. Se trata de unos espacios
similares a las variedades diferenciables, en la que las cartas se sustituyen por concientes locales
por la accio´n de grupos finitos. Esta nueva estructura tiene propiedades ma´s generales y por
tanto nuevas aplicaciones como en la teor´ıa de cuerdas, la geometr´ıa y topolog´ıa diferencial, la
topolog´ıa geome´trica y la geometr´ıa algebraica.
Vamos a estudiar los orbifolds desde el punto de vista de la topolog´ıa algebraica. El contexto
teo´rico conocido para variedades se extiende al caso de orbifold, surgiendo de manera natural
nociones como el de espacio recubridor o grupo fundamental.
En este trabajo se va a estudiar la definicio´n y propiedades de estos espacios y sus grupos,
con el objetivo de establecer una estrategia general y eficiente para el ca´lculo de grupos funda-
mentales de orbifolds de dimensio´n baja. Para ello, se diferenciara´n orbifolds locales y globales
(cocientes globales de una variedad) y se utilizara´n diferentes procedimientos como el Teorema
de Seifert-Van Kampen (extendido al caso orbifold) y la relacio´n entre espacio recubridor y
grupo fundamental. A lo largo del trabajo, se presentara´n numerosos ejemplos e ilustraciones
para aclarar y justificar la secuencia argumental.
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Abstract
The study of differentiable manifolds appears naturally in science since these spaces are
usually the most common topological scenarios. Differential topology and geometry study the
properties and results of differentiable manifolds, and their applications are numerous in mat-
hematics and physics. However, there is a structure that generalizes the concept of variety:
the orbifold. These kinds of spaces are similar to differentiable manifolds, but the charts are
replaced by local quotient with respect to the action of finite groups. This new structure has
more general properties and therefore new applications as in string theory, differential geometry
and topology, geometric topology and algebraic geometry.
We are going to study orbifolds from the point of view of algebraic topology. The theoretical
context studied for manifolds extends to the case of orbifold, arising in a natural way notions
such as covering spaces or fundamental group.
In this work, we shall study the definition and properties of these spaces and their groups,
with the objective of establishing a general and efficient strategy for the computation of fun-
damental groups of low dimension orbifolds. Therefore, local and global orbifolds will be dif-
ferentiated (the global quotient of a manifold) and different procedures will be used such as
the Seifer-Van Kampen theorem (extended to the orbifold case) and the relationship between
covering spaces and fundamental group. Throughout the work, many examples and illustrations
will be presented in order to clarify and justify the general picture.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n al concepto de orbifold
La divisio´n de las matema´ticas en diferentes ramas independientes no obedece a la realidad
de esta ciencia, de hecho, se conocen relaciones de interdependencia entre a´reas desligadas a
priori. Concretamente, en el a´rea comprendida entre la topolog´ıa algebraica y la geome´trica
se utilizan elementos propios del a´lgebra para interpretar resultados topolo´gicos y viceversa,
crea´ndose una correlacio´n que acentu´a el v´ınculo existente entre la Topolog´ıa y el A´lgebra. En
este apartado de las matema´ticas encontramos el concepto de orbifold.
Fue introducido por primera vez por Satake [14] en 1956, describie´ndose entonces los orbi-
folds como una clase de espacios singulares que pod´ıan ser definidos como cocientes de variedades
por grupos finitos. El te´rmino que utilizo´ para describir estos espacios fue V-manifold. En este
art´ıculo, Satake demuestra que la teor´ıa de geometr´ıa diferencial establecida para variedades
puede extenderse de manera natural a estos nuevos espacios.
El autor que introdujo el nombre de orbifold fue Thurston [17] en 1979. En este libro, Thurs-
ton desarrolla formalmente el nuevo te´rmino y describe una teor´ıa extendiendo los conceptos
topolo´gicos y algebraicos conocidos para las variedades tales como espacio recubridor o grupo
fundamental.
Como hemos comentado, la nocio´n de orbifold nacio´ como una extensio´n a las variedades
dentro de la geometr´ıa diferencial, pero sus aplicaciones se han ido desarrollando tambie´n so-
bre otras materias. Actualmente, existen estudios donde estos espacios son herramientas para la
investigacio´n en distintas a´reas de la topolog´ıa algebraica como la cohomolog´ıa (Hatcher [10, ca-
p´ıtulo 3]) o la homotop´ıa (Gepner [8]), geometr´ıa diferencial (Satake [15]) o incluso aplicaciones
f´ısicas como la teor´ıa de cuerdas (Dixon [7], Cornalba [6]).
Este trabajo pretende recoger los principios ba´sicos de los orbifold, sus principales propie-
dades y caracter´ısticas. Se mostrara´n para estos espacios los resultados propios de la topolog´ıa
algebraica conocidos en variedades, prestando mayor atencio´n a los conceptos de grupo fun-
damental y de cubierta. Podremos interpretar las cubiertas ramificadas como cubiertas sin
ramificar, y establecer un paralelismo entre cubiertas y grupos fundamentales por un lado y
cubiertas orbifold y grupos fundamentales orbifold por otro. El objetivo principal del trabajo
es comprender los orbifolds como espacios topolo´gicos generalizados donde podamos calcular su
grupo fundamental. Para ello, nos ayudaremos del teorema de Seifert-Van Kampen y la teor´ıa
de los espacios recubridores, extendidos para el caso de espacios orbifold. Los orbifolds sobre
los que realizaremos el trabajo sera´n espacios de dimensio´n baja, dimensio´n 2; las te´cnicas apli-
cadas se pueden usar en dimensio´n 3 pero hemos preferido centrarnos en el caso de superficies
y tratar e´ste en toda su generalidad.
La estructura del trabajo esta´ formada por cinco cap´ıtulos en los que, a trave´s de ejemplos,
iremos motivando la l´ınea argumental. Una vez establecida la definicio´n de orbifold y sus princi-
pales propiedades en el cap´ıtulo 2, veremos de que´ manera se extiende la geometr´ıa de variedades
a estos nuevos espacios y explicaremos los grupos fundamentales orbifold y las herramientas que
utilizaremos para su ca´lculo: el teorema de Seifert-Van Kampen y la cubierta orbifold. Sera´ en
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el cuarto cap´ıtulo donde lleguemos al objetivo principal del trabajo: ca´lculo concreto de grupos
fundamentales de espacios orbifold. Finalmente, en el apartado de conclusiones expresaremos
cua´les son los resultados obtenidos del estudio realizado.
Para finalizar este primer cap´ıtulo del estudio, presentaremos brevemente los conceptos
teo´ricos ba´sicos para comprender la lectura completa. Vamos a encontrar te´rminos estrictamente
topolo´gicos junto a elementos propios del a´lgebra y la teor´ıa de grupos.
1.1. Elementos algebraicos
Los te´rminos iniciales relativos al a´lgebra que se tratara´n a lo largo del trabajo esta´n conte-
nidos dentro de la teor´ıa de grupos. Entre los conceptos ma´s importantes destacan la nocio´n de
grupo, subgrupo y subgrupo normal, acciones de grupos sobre espacios topolo´gicos. Daremos
tambie´n brevemente una revisio´n de otros conceptos relacionados orientada hacia la utilidad en
el trabajo.
Definicio´n 1.1. Un grupo es un conjunto G dotado de una operaco´n binaria interna ‘ · ’ verifi
cando:
‘ · ’ es asociativa: (a · b) · c = a · (b · c), para todo a, b, c ∈ G.
‘ · ’ posee elemento neutro e: e · a = a · e, para todo a ∈ G.
Cada elemento a ∈ G posee sime´trico: existe a−1 ∈ G tal que a · a−1 = e = a−1 · a.
Se dice que un subconjunto no vac´ıo H de G es un subgrupo de G si H tambie´n es un grupo
con la operacio´n restringida.
Se dice que un grupo es libre si existe un subconjunto S de G tal que todo elemento de G
puede escribirse de manera u´nica como producto finito de los elementos de S y sus inversos. Si
se cumple lo anterior, diremos que el grupo libre generado por S es G: F(S) = G.
En relacio´n con grupos y subgrupos algebraicos, existe una estructura que utilizaremos en
el trabajo: sucesiones exactas.
Definicio´n 1.2. Sean A1, . . . , An grupos algebraicos y δ1, . . . , δn−1 morfismos. Se dice que la
sucesio´n
A1
δ1−→ A2 δ2−→ . . . δn−2−−−→ An−1 δn−1−−−→ An
es una sucesio´n exacta si se cumple que Im δi+1 = Ker δi. En particular, llamaremos sucesio´n
exacta corta a la sucesio´n
1→ A1 δ1−→ A2 δ2−→ A3 → 1
cumpliendo la misma condicio´n anterior. Se deduce que la aplicacio´n δ1 es inyectiva, δ3 es
suprayectiva y A2/Im δ1  A3.
Estas primeras nociones ba´sicas nos bastan para describir nuestra principal herramienta de
la teor´ıa de grupos: las presentaciones de grupos.
Un subconjunto X = {x1, . . . , xk} de un grupo G es un un conjunto de generadores si cada
elemento g ∈ G se puede expresar como un producto finito de los elementos de X y sus inversos:
g = xn11 · xn22 · . . . · xnkk , ni ∈ Z
As´ı pues, a partir del grupo libre generado por X, F(X), se construyen todas las palabras de G,
incluso las triviales. Es decir, la aplicacio´n ψ : F(X) → G es suprayectiva. Por el primer teorema
de isomorf´ıa, obtenemos lo siguiente:
ψ : F(X) → G =⇒ G  F(X)/N
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donde N es el nu´cleo de la aplicacio´n, es decir, las palabras triviales de G. Si R = {r1, ...rm}
es un conjunto de palabras tal que R y sus conjugados engendran N, diremos que R es un
conjunto de relaciones de la presentacio´n. Definimos la expresio´n 〈X : R〉 como la presentacio´n
del grupo F(X)/N.
Definicio´n 1.3. Diremos que G es un grupo finitamente presentado si existen conjuntos finitos
X y R tal que:
G < X : R >
donde < X : R > es una presentacio´n del grupo G.
A partir de la presentacio´n de grupos fundamentales, podemos realizar operaciones entre
grupos y calcular el producto directo, semidirecto y libre.
Ejemplo 1.4. Sean las presentaciones Z = 〈α : −〉, Z2 = 〈β : β2 = 1〉. Entonces el producto di-
recto de grupos lo calcularemos tomando los generadores y las relaciones de ambos y an˜adiremos
la relacio´n de conmutacio´n:
Z × Z2 = 〈α, β : β2 = 1, αβ = βα〉
Ejemplo 1.5. El conjunto subyacente del producto semidirecto de dos grupos es el producto
cartesiano de ambos grupos; el producto viene definido por una accio´n del segundo sobre el
primero y una presentacio´n se obtiene an˜adiendo a los generadores y relaciones de ambos grupos
la accio´n de los generadores del segundo sobre el primero como una accio´n de conjugacio´n. Por
ejemplo:
Zn Z2 = 〈α, β : β2 = 1, βαβ = α−1〉
Ejemplo 1.6. Siguiendo la l´ınea de los ejemplos anteriores, una presentacio´n del producto libre
de dos grupos esta´ formada por todos los generadores y relaciones de los grupos implicados en
la operacio´n.
Z ∗ Z2 = 〈α, β : β2 = 1〉
1.2. Elementos topolo´gicos
En el aspecto geome´trico y topolo´gico, es necesario conocer la teor´ıa existente alrededor del
concepto de variedad, ya que el punto de partida de nuestra a´rea de estudio es este te´rmino.
En dimensio´n 2, una variedad es una abstraccio´n matema´tica que representa una superficie
comu´n como podr´ıamos asociar a la superficie de una mesa o cualquier plano. En general, se
puede definir una variedad n-dimensional o n-variedad como un espacio topolo´gico Hausdorff
y 2-numerable, tal que cada punto x ∈ X tiene un entorno abierto Ux homeomorfo a la bola
abierta n-dimensional Bn.
Dos ejemplos sencillos de variedades son el plano R2 y la esfera de dimensio´n 3, S2. Sin
embargo, tambie´n consideramos variedad al disco plano cerrado y no cumple la propiedad. Esta
superficie entra dentro de las variedades con borde, que se definen como variedades en las que
todo punto tiene un entorno homeomorfo a una bola o a una semibola.
Definicio´n 1.7. Dado un espacio topolo´gico X, llamamos camino a la aplicacio´n continua
γ : I = [a, b] → X. Llamaremos origen o punto inicial al punto γ(a) y punto final a γ(b), siendo
I = [a, b] un intervalo de la recta real R. En general, consideraremos I como el intervalo [0,1].
Las variedades sobre las que trabajaremos sera´n espacios conexos por caminos, es decir,
para todo par de puntos de la variedad existe un camino que los une. Las u´nicas 1-variedades
conexas son la circunferencia S1 (variedad compacta) y la recta real R (variedad no compacta).
A partir de ahora, estudiaremos principalmente el caso compacto de variedades de dimensio´n 1
y 2. Las 2-variedades reciben el nombre de superficies.
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Definicio´n 1.8. La suma conexa es un procedimiento de construccio´n de n-variedades conexas
a partir de dos de ellas. Sean dos variedades conexas de dimensio´n n y eliminamos una bola Bn
a cada una de las variedades. El borde generado en ambas variedades al eliminarse esta bola
sera´ una esfera de dimensio´n n − 1. La operacio´n suma conexa es el resultado de identificar los
bordes Sn−1 de ambas variedades y se representa con el simbolo #.
Uno de los problemas ma´s importantes de la topolog´ıa es la clasificacio´n de variedades.
Este problema para dimensio´n 1 y 2 esta´ resuelto. Para el caso de superficies, esta clasificacio´n
diferencia entre variedades orientables y no orientables. Estas u´ltimas se dice que tienen una
cara porque podemos recorrer toda la superficie desde la misma cara. Por ejemplo, la banda
de Mo¨bius. Las variedades orientables tienen dos caras diferenciadas. En particular, llamamos
superficie tipo a las superficies:
Fg = S2#gT2, g ≥ 0.
Nk = S2#kP2, k > 0.
donde S2 es la esfera, T2 el toro y P2 el plano proyectivo.
El teorema de clasificacio´n para 2-variedades es el siguiente (ver [5]):
Teorema 1.9. Toda superficie compacta y sin borde es homeomorfa exactamente a una de las
superficies tipo Fg (g ≥ 0) o´ Nk (k > 0).
Para la construccio´n del concepto de orbifold necesitamos entender las variedades y sus
propiedades. El objetivo del trabajo es calcular el grupo fundamental de los espacios orbifold,
por eso a continuacio´n presentamos los conceptos y resultados topolo´gicos necesarios para el
estudio y ca´lculo de los grupos fundamentales.
Definicio´n 1.10. Dado un espacio topolo´gico X, un camino α : I → X tal que: α(0) = α(1) = x0,
se llama lazo basado en x0.
Definicio´n 1.11. Se dice que dos aplicaciones f0, f1 : X −→ Y continuas son homo´topas si
existe una aplicacio´n F : X × I −→ Y continua, donde I es el intervalo cerrado [0,1], tal que
F(x,0) = f0(x) y F(x,1) = f1(x). La aplicacio´n F es una homotop´ıa entre f0 y f1.
Se dice que la homotop´ıa es relativa al subconjunto A de X si F(a, t) = f0(a), ∀a ∈ A.
Definicio´n 1.12. Se definen las clases de equivalencia de f : I → X camino en X como
[ f ] = {g : I → X | f ∼ g}
siendo g otro camino en X, y la equivalencia ∼ representa una homotop´ıa relativa a los extremos
del intervalo I.
Definicio´n 1.13. Dado un espacio topolo´gico X y un punto base x0, el conjunto de clases de
equivalencia de lazos basados en x0 se define como:
pi1(X, x0) = {[α] | α lazo basado en x0}
Definicio´n 1.14. El conjunto pi1(X, x0) con la operacio´n producto de clases de equivalencia de
caminos tiene estructura de grupo. A este grupo se le llama grupo fundamental de X basado en
el punto x0.
Para calcular los grupos fundamentales, nos ayudaremos de estas presentaciones mediante
el teorema de Seifert-Van Kampen.
Grupos fundamentales orbifold - Lorie´n Lascorz Lozano 5
Teorema 1.15 (Seifert-Van Kampen). Sea X un espacio topolo´gico conexo por caminos. Sean
U1 y U2 subconjuntos abiertos conexos por caminos tales que X = U1 ∪ U2 y U1 ∩ U2 , ∅ es
conexo por caminos. Sea x0 ∈ U1 ∩U2 y conocidas las presentaciones de los espacios U1, U2 y
U1 ∩U2, entonces podemos conocer la presentacio´n del grupo fundamental de X basado en x0.
pi1(U1, x0) = 〈S1 : R1〉
++
pi1(U1 ∩U2, x0) = 〈S : R〉
i2 **
i1
44
pi1(X, x0) = 〈S1 ∪ S2 : R1 ∪ R2 ∪ R∩〉
pi1(U2, x0) = 〈S2 : R2〉
33
Las aplicaciones i1, i2 definen las inclusiones. Para todo s ∈ S, tomamos su imagen con
respecto a las dos inclusiones: i1(s), i2(s). Obtendremos, pues, dos expresiones en funcio´n de los
generadores S1 y S2. Estas expresiones en el grupo del espacio total han de ser equivalentes, es
decir, i1(s) · (i2(s))−1 = 1. El conjunto de relaciones R∩ esta´ formado por los elementos de la
forma rs = i1(s) · (i2(s))−1, para cada s ∈ S.
1.3. Conceptos transversales: acciones y espacios recubridores
Comenzamos a introducir ciertos conceptos existentes la topolog´ıa y el a´lgebra. Aunque los
espacios recubridores se presentan como herramientas de la topolog´ıa y las acciones pueden
aparecer en textos pu´ramente algebraicos, ambas definiciones son reinterpretadas para darles
sentido desde los dos puntos de vista y as´ı probar las fuertes relaciones entre estas a´reas.
Estos instrumentos los utilizaremos a lo largo del estudio de orbifolds y trabajaremos direfentes
te´cnicas propias de estos espacios cocientes.
Definicio´n 1.16. Una accio´n a izquierda de un grupo G sobre un espacio topolo´gico X es una
aplicacio´n continua
ϕ : G × X −→ X
(g, x) −→ ϕ(g, x) = g · x
cumpliendo que e · x = x, g · (g′ · x) = (g · g′) · x, ∀g,g′ ∈ G, x ∈ X. Ana´logamente se definen las
acciones a derecha.
Definicio´n 1.17. La o´rbita de un punto x ∈ X por la accio´n ϕ se define como todos los puntos
y ∈ X tal que g · x = y, para algu´n g ∈ G.
Se dice que una accio´n es libre si ϕ(g, x) = x para algu´n x ∈ X =⇒ g = e. Es decir, el u´nico
elemento que tiene puntos fijos es el neutro.
Se dice que una accio´n es fiel si ϕ(g, x) = x,∀x ∈ X =⇒ g = e. Es decir, el u´nico elemento
que fija a todo X es el neutro.
Se dice que una accio´n es transitiva si solo tiene una o´rbita, es decir, si para todo x, y ∈ X,
existe g ∈ G tal que ϕ(g, x) = y.
Se dice que una accio´n actu´a de manera propiamente discontinua si todo par de puntos
x, y ∈ X tienen un entorno U y V tal que gU ∩V , ∅, para un nu´mero finito de elementos
g(, e) ∈ G. Se dice que una accio´n actu´a de manera discontinua si cada punto x ∈ X
tiene un entorno U que no corta a ninguno de sus trasformados por la accio´n. Es decir,
gU ∩U , 0, ∀g(, e) ∈ G.
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Definicio´n 1.18. Sea X un espacio topolo´gico y G un grupo algebraico que determina una
accio´n no libre sobre X. Para cada x ∈ X, se define el grupo de isotrop´ıa de x como el subgrupo
de G formado por los elementos de G que dejan fijo a x:
ISOx = {g ∈ G | gx = x}
Definicio´n 1.19. Sea ϕ : G × X → X una accio´n libre y discontinua. Consideramos F un
subconjunto de X que contiene un punto y solo uno de cada o´rbita. Llamaremos dominio
fundamental de X por la accio´n ϕ a la clausura de F, F¯.
Consideramos X un espacio topolo´gico y G actuando libre y discontinuamente, se puede
construir el espacio X/G donde todos los puntos de la misma o´rbita esta´n identificados. Parti-
cularmente, si la accio´n es transitiva, el espacio cociente es trivial.
El concepto que presentamos a continuacio´n generaliza el de cociente por una accio´n libre
y discontinua explicado anteriormente.
Definicio´n 1.20. Un espacio recubridor o cubierta de un espacio topolo´gico X es un par (X˜, p),
donde p : X˜ → X es una aplicacio´n continua de manera que verifique la siguiente condicio´n: cada
elemento x ∈ X tiene un entorno abierto conexo por caminos Ux tal que las componentes conexas
por caminos de su preimagen por p son homeomorfas a Ux por la restriccio´n: p−1(Ux) = ∪Wi y
pWi : Wi
−→ Ux. Este entorno Ux lo llamaremos entorno elemental, y llamaremos fibra de x ∈ X
a las preimagenes de x por la aplicacio´n p: p−1(x).
La teor´ıa constru´ıda sobre los espacios recubridores esta´ muy ligada al estudio de grupos
fundamentales. Cuando se aborda un problema topolo´gico sobre un espacio topolo´gico y sus
espacios recubridores, comu´nmente se reduce el problema a cuestiones algebraicas sobre los
grupos fundamentales. Para enunciar esta relacio´n, debemos aclarar primero co´mo se relacionan
las aplicaciones entre X y X˜.
Proposicio´n 1.21. Sea (X˜, p) un espacio recubridor de X, x˜0 ∈ X˜ y x0 = p(x˜0). Entonces, para
todo camino α : I → X con origen en x0, ∃!α˜ : I → X˜ con origen en x˜0 tal que pα˜ = α.
X˜
p

I
α˜
@@
α // X
De manera ana´loga se elevan homotop´ıas. La elevacio´n de lazos es un caso particular de la
elevacio´n de caminos.
Proposicio´n 1.22. Sea p : X˜ → X una aplicacio´n recubridora con x˜0 ∈ X˜, α0, α1 : [0,1] → X
dos caminos homo´topos, H : α0 ∼ α1 con origen en la imagen de x˜0. Entonces ∃!H˜ tal que
p◦ H˜ = H y H˜(0,0) = x˜0. Adema´s, si los caminos elevados tienen el mismo origen, entonces son
homo´topos.
La unicidad y correspondencia de lazos y equivalencia homoto´pica entre espacios topolo´gicos
y las cubiertas nos permite extender las relaciones entre estos espacios a los grupos fundamen-
tales.
Proposicio´n 1.23. Sea p : X˜ → X una aplicacio´n recubridora con x˜0 ∈ X˜. Entonces, el
homomorfismo
p∗ : pi1(X˜, x˜0) → pi1(X, p(x˜0))
es inyectivo.
Este enunciado indica que el grupo fundamental de un espacio recubridor podemos verlo
como un subgrupo del grupo fundamental de X: pi1(X˜, x˜0) ≤ pi1(X, p(x˜0)).
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Definicio´n 1.24. Sea (X˜, p) un espacio recubridor de X. Se dice que este espacio recubridor es
regular si su grupo fundamental es un subgrupo normal del grupo fundamental de X:
pi1(X˜, x˜0) E pi1(X, p(x˜0))
Proposicio´n 1.25. Sea X˜ un espacio conexo por caminos y localmente conexo por caminos y
pi1(X, p) su grupo fundamental. Entonces, cada clase de conjugacio´n de subgrupos de pi1(X, p)
define un espacio recubridor. Los subgrupos normales definen exactamente las cubiertas regula-
res.
Definicio´n 1.26. Se dice que un espacio recubridor (X˜, p) es un recubridor universal si su
grupo fundamental es trivial, es decir, si el espacio X˜ es simplemente conexo. De hecho, el
espacio recubridor universal de un espacio X es cubierta de cualquier cubierta de X.
Definicio´n 1.27. Sea (X˜, p) un espacio recubridor de X. Llamamos tranformacio´n recubridora o
deck transformation a un homeomorfismo φ : X˜ → X˜ tal que p◦φ = p. El conjunto Gp(X˜) de las
transformaciones recubridoras de X˜ respecto p es un grupo con la composicio´n de aplicaciones:
el grupo de las transformaciones recubridoras (ver [11]).
Proposicio´n 1.28. Sea X˜ un espacio conexo por caminos y localmente conexo por caminos.
Si Γ actu´a de manera libre y propiamente discontinua, entonces la proyeccio´n p : X˜ → X˜/Γ es
una aplicacio´n recubridora regular y Γ = Gp(X˜).
A lo largo del trabajo, las situaciones que consideraremos partira´n de un espacio cociente de
una variedad S por un grupo G. Por tanto, podremos entender la proyeccio´n p : S → S/G como
una aplicacio´n recubridora de S. Si el grupo no actu´a libremente, existe un conjunto D tal que
ISOxi , {1}. Es decir, que existira´n ciertos elementos del grupo que dejara´n fijo cada punto del
conjunto D. En este contexto, el espacio recubridor (S/G, p) se denomina cubierta ramificada.
El concepto de o´rbifold nos permite tratar estos objetos como cubiertas sin ramificar.
Debemos mencionar que la teor´ıa subyacente a todos estos conceptos es muy extensa y
la revisio´n expuesta en este cap´ıtulo so´lo hace referencia a los enunciados necesarios para el
desarrollo del trabajo. El libro de W. Massey [12] es una referencia necesaria en estos aspectos
de la topolog´ıa algebraica.

Cap´ıtulo 2
Definicio´n de orbifold y propiedades.
Un primer acercamiento al concepto que se plantea es entender un orbifold como una ge-
neralizacio´n natural de una variedad. Esta generalizacio´n consiste en considerar las cartas de
las variedades como cocientes locales por grupos finitos. Es decir, un orbifold quiere capturar
localmente el concepto de accio´n de un grupo finito sobre una variedad. En el caso particular en
el que el grupo finito sea el grupo trivial, nos encontraremos en una variedad. De esta manera,
el concepto de orbifold generaliza al de variedad.
Veamos un ejemplo sencillo para afianzar la idea general que vamos a exponer:
Ejemplo 2.1. Consideramos la variedad R2, el plano de dimensio´n 2, donde actu´a el grupo Z2
de traslaciones por enteros mediante Γ.
Γ : Z2 × R2 −→ R2
((n,m), (x, y)) −→ (x + n, y + m)
En el espacio cociente del plano por la accio´n Γ, todo punto (x, y) con los puntos trasladados
por enteros esta´n identificados, es decir, (x, y) ∼ (x, y + 1) ∼ (x + 1, y) ∼ (x + 1, y + 1) ∼ . . .. Luego,
un dominio fundamental de esta accio´n es un cuadrado de lado 1.
Figura 2.1: El plano R2 actuando el grupo de traslaciones de enteros.
La interpretacio´n de la figura anterior es que las cuadr´ıculas esta´n identificadas y un cua-
drado representa un dominio fundamental de la accio´n sobre R2. En este cuadrado, tenemos
identificados dos a dos lados como se indica en la Figura 2.2.
As´ı pues, los puntos del interior son los u´nicos representantes de su o´rbita. En cambio en
el borde del cuadrado, tenemos que los lados verticales esta´n identificados, estos son puntos de
la forma (x0, y) y (x0 + 1, y) con y ∈ [y0, y0 + 1]. Ana´logamente los lados horizontales. La figura
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=⇒
Figura 2.2: El plano R2 actuando el grupo de traslaciones de enteros.
resultante es un toro T2. Por tanto, podemos afirmar que la superficie resultante de aplicar la
accio´n del grupo de traslaciones por enteros sobre el plano R2 resulta ser el toro T2.
Observar que la accio´n Γ actu´a de manera libre y propiamente discontinua. Debido a esto, el
espacio resultante del cociente entre el plano y la accio´n es otra variedad. Podemos plantearnos
que´ ocurrir´ıa si la accio´n no fuera libre, es decir, si la accio´n dejara ciertos puntos fijos. Para
este escenario ya no nos revir´ıan las cartas como bolas n-dimensionales. Es aqu´ı donde aparecen
los espacios orbifold (motivacio´n de los espacios orbifold [13]).
Ejemplo 2.2. Consideramos ahora como espacios topolo´gicos el plano complejo C y este mismo
plano menos el origen C∗ = C \ {0}, donde actu´a un grupo algebraico finito de 2 elementos, Z2.
Diferenciaremos entre tres casos dependiendo de la naturaleza del grupo y del espacio.
Para todo z = r · eiθ = x + iy ∈ C:
El grupo Λr∗ rotacio´n de 180o con centro en el origen de coordenadas, sobre el espacio C∗.
g(z) = r · ei(θ+pi) = −x − iy(, 0)
El grupo Λr rotacio´n de 180
o con centro en el origen de coordenadas, sobre el espacio C.
g(z) = r · ei(θ+pi) = −x − iy
El grupo Λs simetr´ıa respecto al eje horizontal, sobre el espacio C.
g(z) = r · ei(−θ) = x − iy
En el primer caso, la accio´n es libre ya que todo nu´mero complejo aumentara´ en pi su a´ngulo,
por tanto el espacio que nos resulte sera´ una variedad. El u´nico nu´mero complejo que queda
fijo por esta accio´n es el origen, pero no esta´ en nuestro espacio. Por tanto, el espacio cociente
de C∗ por esta accio´n indentificara´ los nu´meros complejos con parte real positiva con los de
parte real negativa. En la recta donde la parte real es cero, la semirrecta positiva se identificara´
con la negativa (ver Figura 2.3).
Re
Im
=⇒ Re
Im
Figura 2.3: El espacio cociente del plano complejo por la accio´n Λr∗.
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Notar que podemos encontrar un entorno homeomorfo a un disco de dimensio´n 2 para todo
punto del espacio cociente, por tanto estamos ante una variedad sin borde.
En el segundo caso, al considerar el punto (0,0) dentro del espacio, la accio´n si que deja un
punto fijo ya que si z = 0, g(z) = 0 · ei(0+pi) = 0 + i0⇒ g(z) = 0. El espacio cociente entre C y la
accio´n es el mismo espacio que en el caso anterior al que hemos an˜adido el punto origen.
En la tercera situacio´n, en cambio, la accio´n deja infinitos puntos fijos:
z = z¯ ⇐⇒ z ∈ R
Re
Im
=⇒ Re
Im
Figura 2.4: El espacio cociente del plano complejo por la accio´n Λs.
El espacio resultante es el semiplano superior: C∗/Λs = {z = reiθ ∈ C∗ | 0 ≤ θ ≤ pi}. En
cuanto a la accio´n, la o´rbita de un punto rojo es e´l mismo, los dos elementos del grupo lo
dejan fijo. Debemos tener esto en cuenta para determinar un entorno de estos puntos. En la
Figura 2.4 se ilustra co´mo el entorno del punto (32,0) se “dobla” y se convierte en un semidisco
doble. Este entorno no se puede describir con las cartas propuestas para variedades, sino que
es un disco D2 sobre el que actu´a el grupo de las simetr´ıas. Este es el concepto de carta que
debemos desarrollar en este espacio, por lo que ya no es una variedad, sino un orbifold. Notar
que el concepto de orbifold no solo hace referencia al espacio cociente resultante del espacio
por la accio´n un grupo algebraico, sino que incluye un conocimiento sobre el grupo y de que´
manera actu´a.
La interpretacio´n de este ejemplo mediante la teor´ıa de cubiertas, podr´ıamos entender en el
primer caso que el espacio C∗ es una cubierta doble del C∗/Λr∗, donde todo punto en el espacio
final tiene 2 preima´genes, es decir, si pr∗ : C∗ → C∗/Λr∗, |p−1r∗ (z)| = 2,∀z ∈ C∗/Λr∗.
Sin embargo, para la segunda cubierta pr : C → C/Λr todos los puntos de C/Λr no tienen
el mismo nu´meros de preima´genes, sino que el origen tiene solo una porque la aplicacio´n recu-
bridora lo deja fijo. Este es un ejemplo de cubierta ramificada. Ana´logamente para la tercera
cubierta ps : C→ C/Λs.
Como comentamos en el cap´ıtulo anterior, una variedad se caracteriza por comportarse
localmente como una bola abierta (o carta) de la misma dimensio´n. Ana´logamente, para dar una
definicio´n formal de un orbifold se debe conocer el espacio topolo´gico en el que nos encontramos
y las nuevas cartas (cocientes locales de estas bolas n-dimensionales).
Definicio´n 2.3. Un orbifold n-dimensional O consta de un espacio topolo´gico XO y un atlas
maximal que contenga las cartas orbifold UO compatibles.
En general, se suele considerar como espacios topolo´gicos los espacios de Hausdorff (T2-
espacios) y 2-numerables. En la definicio´n formal de orbifold, se hace referencia a las cartas que
lo determinan. Vamos a ir definiendo estos te´rminos que hemos introducido.
Definicio´n 2.4. Una carta orbifold n-dimensional sobre un espacio topolo´gico X es una cua-
terna (U˜,G, σ,U), donde:
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U˜ es un abierto de Rn.
G es un grupo finito de homeomorfismos de U˜.
σ : U˜ → U es una aplicacio´n cociente donde U es un abierto de X.
Para el caso de variedades, las cartas se correspond´ıan a abiertos U˜ de Rn. En cambio ahora,
esta carta se sustituye por la accio´n de este abierto por el grupo que actu´a localmente.
Definicio´n 2.5. Diremos que una carta es una carta centrada en x ∈ X si existe una u´nica
preimagen de x en el abierto U˜ de la carta.
Definicio´n 2.6. Un atlas orbifold n-dimensional sobre un espacio topolo´gico X es una colecio´n
de cartas compatibles U = {(U˜α,Gα, σα,Uα)} que cubren todo el espacio X.
As´ı pues, un orbifold se debe entender como un espacio donde localmente se puede comportar
como un cociente por un grupo finito junto a un atlas de cartas orbifold donde se determinen
los grupos finitos y de que´ manera actu´an. Estas cartas, en los entornos donde se intersequen,
deben comportarse de la misma manera. Esto es lo que se refiere la definicio´n de atlas con el
te´rmino compatibles.
Definicio´n 2.7. Sean (U˜1,G1, σ1,U1) y (U˜2,G2, σ2,U2) dos cartas orbifold tales que U1∩U2 , ∅.
Estas cartas se dicen compatibles si ∀x ∈ U1 ∩ U2 existe un entorno abierto V ⊂ U1 ∩ U2 de x
y una carta orbifold (V˜,H, φ,V) centrada en x tal que existen dos aplicaciones λ˜i, νi para cada
carta (U˜i,Gi, σi,Ui) que cumplan:
νi : H → Gi es un homomorfismo de grupos, i = 1,2.
λ˜i : V˜ → U˜i es una aplicacio´n tal que σi ◦ λ˜i = φ, i = 1,2.
λ˜i(h · x˜) = νi(h)λ˜(x˜), ∀x˜ ∈ V˜ , h ∈ H, i = 1,2.
Ahora podemos ver si es cierta la observacio´n que hemos comentado al comienzo del cap´ıtulo:
un orbifold donde el grupo finito que actu´a (globalmente) sea el grupo trivial, nos encontraremos
en una variedad (o manifold). En efecto: tomamos el grupo G como el grupo trivial y X como
el espacio orbifold. En el diagrama de las cartas orbifold, la aplicacio´n p va del abierto U˜ en s´ı
mismo y σˆ induce un homeomorfismo entre el abierto U˜ de Rn y el abierto U ⊂ X. Por tanto,
todo abierto de X es homeomorfo a un abierto de Rn, es decir, X es una variedad.
Esta es una relacio´n entre una variedad y un orbifold, donde comprobamos que este nue-
vo te´rmino extiende al de variedad, pero tambie´n podemos aprovechar esta propiedad para
construir nuevos espacios orbifold.
Proposicio´n 2.8. Sea M una variedad o manifold y G un grupo actuando propiamente dis-
continua sobre M, entonces el espacio cociente M/G tiene estructura de orbifold.
Demostracio´n. Para cualquier punto x ∈ M/G, elegimos x˜ ∈ M tal que se proyecta en x tras la
acccio´n del grupo. Tomamos ISOx˜ el grupo de isotrop´ıa de x˜, es decir, los elementos de G que
dejan fijo x˜. Por ser G un grupo propiamente discontinuo sobre M, existe un entorno abierto U˜x
de x˜ invariante por ISOx˜ y disjunto de sus abiertos trasladados por los elementos de G \ ISOx˜.
As´ı pues, la proyeccio´n de Ux sobre U˜x/ISOx˜ es un homeomorfismo. Por tanto, este entorno Ux
tiene estructura orbifold.
Para extender este razonamiento a todo el espacio M/G, tomamos un recubrimiento {Ux}
an˜adiendo intersecciones finitas. Considerando cualesquiera Ux1 ∩· · ·∩Uxk , ∅, esto implica que
existira´n ciertos elementos de G tal que g1U˜x1 ∩ · · · ∩ gkU˜xk es no vac´ıa. Esta interseccio´n puede
tomarse como ˜(Ux1 ∩ · · · ∩Uxk ) sobre el que actu´a el grupo g1 ISOx1 g−11 ∩ · · · ∩ gk ISOxk g−1k . 
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La demostracio´n completa se puede consultar en el libro de W. Thurston [17, p. 302].
Con la informacio´n que hemos descrito hasta este punto, consideremos el estudio local de un
orbifold. Sea O un orbifold y x ∈ XO un punto del espacio orbifold. Si localmente en este punto
el grupo que actu´a Gx es el grupo trivial, es decir, si existe un entorno U ⊂ XO homeomorfo a
U˜ ⊂ Rn, entonces en este abierto U el orbifold se comporta localmente como una variedad. Si
esto sucede ∀x ∈ XO, entonces el orbifold es una variedad. En los puntos y ∈ XO donde el grupo
que actu´a localmente no es el trivial, Gy , {1}, existen g ∈ Gy (g , 1) tal que gy = y. Estos
puntos y ∈ XO se denominan puntos singulares y los elementos g que fijan un punto y forman
el grupo de isotrop´ıa de y, definido en el Cap´ıtulo 1.
Definicio´n 2.9. Sea O un orbifold. Los puntos x ∈ XO tal que ISOx , {1} se denominan puntos
singulares. Al conjunto de puntos singulares de un orbifold O lo denotamos ΣO.
ΣO = {x ∈ X |Gx , {1}} = {x ∈ X |∃g ∈ Gx tal que gx = x, (g , 1)}
Los puntos singulares caracterizan un orbifold. Fuera de estos puntos, el espacio se comporta
como una variedad. Esta interpretacio´n se ilustra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.10. Sea S2 la esfera de dimensio´n 3. Sobre esta variedad hacemos actuar el grupo
de las rotaciones de 2pi/3 radianes, es decir, el grupo Z3. Tomando como eje de rotacio´n el
eje vertical, utilizando coordenadas polares sobre el plano X-Y, tenemos que el conjunto que
contiene un punto y solo uno de cada o´rbita (dominio fundamental) es el siguiente:
F =
{
z ∈ S2 | 0 ≤ θ < 2pi
3
, siendo θ el a´ngulo sobre el plano X-Y
}
As´ı pues, su clausura Fˆ es un dominio fundamental para la accio´n, donde los puntos con
θ = 0 y θ = 2pi3 esta´n identificados. Por tanto, la figura resultante vuelve a ser una esfera en la
que los polos han sido recorridos 3 veces: tomando p como el polos norte tenemos que gp = p,
∀g ∈ Z3, ana´logamente tenemos el mismo resultado para el polo sur q (ver Figura 2.5). Es decir,
ISOp = {0,1,2} = ISOq  Z3
Estos puntos p y q son los puntos singulares. Fuera de estos, el espacio se comporta como una
variedad. En este caso, se dice que tienen orden 3.
=⇒
p
q
Figura 2.5: La esfera S2 actuando el grupo Z3.
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2.1. Aplicaciones orbifold
Una vez definidos los espacios orbifold, debemos introducir las aplicaciones entre estos nue-
vos espacios: las aplicaciones orbifold. Diversos autores como W. Chen [3, 4] han presentado
definiciones diferentes para las aplicaciones entre orbifolds dependiendo de la finalidad del es-
tudio. En el art´ıculo de Borzellino [1], se analizan las diferentes acepciones y la relacio´n entre
ellas. En este trabajo se tratara´ de formalizar una definicio´n con el objetivo de poder trabajar
posteriormente con caminos, lazos y equivalencia homoto´pica de e´stos.
Las apliaciones entre orbifolds deben ser una extensio´n del concepto de aplicacio´n sobre
variedades, es decir, en las zonas donde espacio de partida se comporte como una variedad,
la aplicacio´n procedera´ de manera normal. Ahora bien, debemos exponer que´ sucedera´ en los
puntos singulares.
Una aplicacio´n entre dos orbifolds M y N
F :M →N
es un par F = ( f , { f˜x}x∈XM ), donde x ∈ XM y (U˜x,Gx, σ,Ux) es una carta centrada de x, de
manera que se verifica que:
f determina el comportamiento de la funcio´n en el espacio cociente: f : XM → XN .
{ f˜x}x∈XM es una familia de aplicaciones f˜x que determinan el comportamiento de la funcio´n
en un entorno abierto U˜x y cumplen la siguiente propiedad.
Tomando f (x) = y ∈ XN y una carta centrada en y (V˜y,Gy, τ,Vy), tenemos el siguiente diagrama:
U˜x
σ

f˜ // V˜y
τ

Ux
f // Vy
donde se cumple que f ◦ σ = τ ◦ f˜ .
Dos aplicaciones orbifold pueden tener la misma representacio´n en el espacio cociente. Es
decir, pueden existir varias funciones f˜x para una misma aplicacio´n f en el cociente. Dos fun-
ciones f˜1, f˜2 : U˜ → V˜ , con U˜, V˜ abiertos de Rn se dicen que son elevaciones compatibles si dan
lugar a la misma aplicacio´n entre los espacios cocientes U,V .
Notar que la funcio´n f˜x determina la funcio´n f sobre el punto x, es ma´s, sobre los puntos
contenidos en un entorno Ux. De esta manera, la eleccio´n de cada funcio´n f˜x no es independiente
para cada punto, sino que f˜x condiciona tambie´n a los puntos dentro del entorno Ux. La funcio´n
sobre un punto x ′ ∈ Ux debe ser compatible con la funcio´n f˜x.
Ejemplo 2.11. Para ilustrar la definicio´n de aplicacio´n orbifold, desarrollaremos un ejemplo
en una situacio´n similar al Ejemplo 2.2. El espacio orbifold de partida es el espacio C donde
actu´a el grupo trivial, es decir, el orbifold es la variedad conocida como el plano complejo. El
espacio de llegada es el mismo plano donde actu´a globalmente el grupo G de simetr´ıas respecto
al eje X. Es decir, en este espacio los nu´meros complejos conjugados esta´n relacionados: sea
z = x + iy ∈ C (con x, y ∈ R) y su conjugado es z = x + i(−y), entonces z ∼ z.
f :C −→C/G
(x, y) 7−→(x, |y |)
El resultado es el semiplano superior, donde los coeficientes imaginarios son mayores o iguales
que cero (ver Figura 2.6).
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Re
Im
=⇒ Re
Im
Figura 2.6: La funcio´n f va del plano complejo al semiplano cerrado superior.
Sea z1 ∈ C y z2 ∈ C/G tal que z1 = f (z2). En este ejemplo se tiene el siguiente diagrama:
Uz1
IdC=σ

f˜ // Vz2
τ

Uz1
f // Vz2/G
Es claro que para el caso del orbifold C, la carta σ es la identidad ya que es una variedad.
Para C/G, definimos τ como la aplicacio´n resultante de la accio´n del grupo G sobre el plano.
Podemos encontrar dos funciones f˜ : R2 → R2 para que se cumpla el diagrama:
f˜1(x, y) =(x, |y |)
f˜2(x, y) =(x, y)
Ambas aplicaciones representan la misma funcio´n en los orbifolds, es decir, se tiene la igualdad
f ◦ σ = τ ◦ f˜ . Por tanto, las dos aplicaciones orbifold F1 = ( f , f˜1), F2 = ( f , f˜2) representan la
misma aplicacio´n en los espacios orbifold pero son distintas, ya que f˜1 , f˜2 y no son compatibles.
En el ejemplo hemos visto el caso en el que dos funciones f˜ determinan una misma aplicacio´n
en los espacios cocientes. La existencia de diversas funciones f˜ se debe a la compatibilidad de
cartas. La idea es que existe una regio´n comu´n de Rn donde dos funciones f˜1, f˜2 son la misma
funcio´n, y aunque en el resto del espacio difieren, componiendo con la accio´n del grupo se
obtiene la misma funcio´n en el orbifold. En esencia, son aplicaciones diferentes en el espacio Rn
pero iguales tras la accio´n del grupo. Expliquemos esto de manera formal.
Sean A,B dos orbifold y F : A → B una aplicacio´n orbifold. Sea x ∈ U ⊆ XA y f (x) = y ∈
V ⊆ XB tal que f (U) ⊂ V . Tomamos las cartas de ambos puntos (U˜,G, σ1,U), (V˜,H, σ2,V). De
esta manera tenemos el diagrama siguiente:
U˜
σ1

f˜ // V˜
σ2

U
f // V
Ahora tomamos dos cartas compatibles para cada punto de manera que:
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(U˜i,Gi, σ1i,Ui), i = 1,2 x ∈ U ⊆ U1 ∩U2
(V˜i,Hi, σ2i,Vi), i = 1,2 x ∈ V ⊆ V1 ∩ V2
Esta compatibilidad viene dada por cuatro funciones λi y µi, i = 1,2. Para estos abiertos
Ui,Vi del orbifold tambie´n debemos mantener la condicio´n f (Ui) ⊆ Vi. De esta manera tenemos
definido el mismo diagrama anterior para cada i = 1,2. Relacionando estos diagramas con la
compatibilidad de cartas tenemos el siguiente esquema:
U˜i U˜ V˜ V˜i
Ui U V Vi
σ1i σ1
f˜
µi
σ2
λi
σ2i
f
Por tanto, quedan definidas dos funciones f˜i entre U˜i y V˜i y dos funciones.
Figura 2.7: La compatibilidad de cartas da lugar a elevaciones compatibles.
El resultado muestra dos funciones sobre abiertos de Rn que derivan en dos funciones en los
orbifold fi : Ui → Vi, i = 1,2 que sobre el abierto U se comportan igual que la funcio´n inicial f .
2.2. Conexio´n por caminos, homotop´ıa y grupo fundamental
orbifold
El objetivo del trabajo es estudiar grupos fundamentales de espacios orbifold. Como hemos
introducido en el cap´ıtulo anterior, los grupos fundamentales se basan en el estudio de las
homotop´ıas entre caminos cerrados. En esta seccio´n redefiniremos estos conceptos adapta´ndolos
a los nuevos espacios.
Definicio´n 2.12. Sea I un intervalo cerrado [a, b] y O un orbifold. Un camino-orbifold (o
camino si no ha lugar a confusio´n) es una aplicacio´n orbifold continua γ : I → O. En particular,
llamaremos lazo-orbifold (o lazo) a un camino-orbifold tal que γ(a) = γ(b).
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Observacio´n 2.13. Un lazo-orbifold cuya imagen este´ contenida en una carta-orbifold puede
levantarse en un camino que no es un lazo. En el ejemplo anterior, podemos definir el lazo
Γ : I → C/G tal que Γ(t) = 1+i(2t−1), cuya elevacio´n Γ˜ : I → R2 viene dada por Γ˜(t) = (1,2t−1).
R2
τ

I
Γ˜
>>
Γ // C/G
Esta aplicacio´n define un lazo en el espacio cociente ya que Γ(0) = 1+ i = Γ(1), pero en el espacio
R2 recorre un camino abierto: Γ˜(0) = (1,−1), Γ˜(1) = (1,1).
−→ Re
Im
Figura 2.8: El camino abierto Γ˜ (en azul) es un lazo Γ en el orbifold.
Ejemplo 2.14. Atendiendo a la observacio´n anterior, se puede deducir que la elevacio´n al
espacio real de un lazo en el espacio orbifold puede dar lugar a un camino abierto o a un lazo.
Concretamente, en un espacio donde actu´e el grupo de las simetr´ıas dos aplicaciones orbifold
diferentes, pueden tener la misma representacio´n en el espacio cociente. Desde el mismo ejemplo
anterior en el que sobre el plano complejo actu´a el grupo de las simetr´ıas, tomamos un lazo
donde un punto es un punto singular. As´ı pues, al elevar este lazo al plano real tenemos dos
opciones ilustradas en la Figura 2.9.
En este ejemplo donde el grupo que actu´a globalmente tiene dos elementos G = {1,g},
podemos entender dos lazos orbifold son diferentes porque su elevacio´n en el plano real es
diferente, aunque su imagen en el orbifold sea la misma. El lazo que se eleva en un camino
normal, tambie´n es lazo en la elevacio´n, por lo que es un lazo trivial en el orbifold. La segunda
opcio´n consiste en que el camino elevado continuara´ realizando una simetr´ıa del lazo con respecto
al eje X. El resultado es un camino abierto en el plano real. Este lazo en el orbifold no es trivial
porque su elevacio´n es un camino abierto.
Camino Alicia Camino normal
↗↖
Re
Im
Lazo orbifold
Figura 2.9: El camino Alicia o camino normal.
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De manera general, cuando tengamos un espacio sobre el que actu´a el grupo de las simetr´ıas,
el lazo en el espacio cociente tal que al elevarlo da lugar a un camino abierto determina este
espacio. A este camino que “atraviesa” la l´ınea de simetr´ıa le llamaremos camino Alicia.
Definicio´n 2.15. Sea O un espacio orbifold, U ⊆ O un abierto sobre el que esta´ actuando
localmente el grupo Z2 = {1,g} como simetr´ıa con respecto a un hiperplano.
U˜ ⊆ Rn
accio´n Z2

I
Γ˜
<<
Γ // U ⊆ O
Sea p un punto del abierto U. Llamaremos camino Alicia al lazo orbifold Γ : I → U tal que
Γ(0) = p = Γ(1) y su elevacio´n se define como un camino abierto a trave´s de la simetr´ıa: Γ˜(0) = p,
Γ˜(1) = q = g · p.
Un elemento esencial para el estudio de grupos fundamentales es la equivalencia de lazos
mediante homotop´ıa. Vamos a extender este concepto a orbifolds. Para ello debemos aclarar
previamente que consideraremos el espacio I×M, siendo M un orbifold, como el espacio generado
por el producto cartesiano entre un orbifold y el intervalo I = [0,1] (variedad de dimensio´n 1).
Definicio´n 2.16. Dadas dos aplicaciones orbifold f0, f1 : M → N continuas, se define la
homotop´ıa-orbifold como la aplicacio´n orbifold F : M × I → N , donde I = [0,1] tal que
F(x,0) = f0(x) y F(x,1) = f1(x). Si esta aplicacio´n F existe, se dice que f0 y f1 son aplicaciones
homo´topas, f0 ' f1. Si adema´s F deja fijo un subconjunto A de XM , se dice que F es una
homotop´ıa relativa a A.
Una vez tenemos establecido el concepto de homotop´ıa para espacios orbifold, ya podemos
definir el grupo fundamental en estos espacios. Recordar que en el caso de variedades, el grupo
fundamental de un espacio X y un punto base x0 se define como las clases de equivalencia de
lazos basados en x0:
pi1(X, x0) = {[α] | α lazo basado en x0}
donde la equivalencia representa una homotop´ıa relativa al punto base. Este conjunto pi1(X, x0)
con la operacio´n producto de clases de equivalencia de caminos tiene estructura de grupo.
Cuando nos encontramos en un espacio orbifold, los lazos son aplicaciones orbifold continuas
donde el extremo inicial coincide con el final en el espacio cociente. As´ı pues, de manera directa
podemos traducir la definicio´n anterior. Para simplificar la definicio´n, tomaremos como punto
base un punto no singular.
Definicio´n 2.17 (Grupo Fundamental Orbifold). Sea O un orbifold y x0 ∈ XO el punto no
singular. El grupo fundamental orbifold de O es el conjunto de las clases de equivalencia de
lazos en el espacio orbifold con punto base x0; las clases de equivalencia de un lazo se componen
de los lazos homoto´picamente equivalentes (homotop´ıa-orbifold) a e´ste.
piorb1 (O, x0) = {[α] | α lazo basado en x0}
Ma´s adelante desarrollaremos ejemplos de grupos fundamentales orbifold y sus principales
propiedades.
2.3. Espacios recubridores en orbifold
Otra manera de poder estudiar el grupo fundamental de un espacio comprende el uso de los
teoremas que lo relacionan con espacios recubridores. Para ello, en este apartado presentaremos
la cubierta orbifold, una extensio´n del concepto de espacio recubridor a los espacios orbifold
entendiendo el espacio recubridor como otro orbifold junto a una aplicacio´n orbifold.
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Definicio´n 2.18. Una cubierta orbifold de un orbifold O es un orbifold O˜ junto a una aplicacio´n
orbifold p : O˜ → O entre estos espacios tal que:
Para todo x ∈ XO, existe un entorno abierto U = U˜/G con p−1(U) = ⋃Vi, donde Vi son
abiertos de XO˜.
La restriccio´n de la cubierta a cada uno de estos abiertos p|Vi : Vi → U, induce un
homeomorfismo entre sus abiertos de Rn, V˜i  U˜. Todo entorno abierto U que satisfaga la
condicio´n anterior se llama entorno elemental orbifold.
V˜i
σ

 // U˜
τ

V˜i/Gi = Vi p // U = U˜/G
Ejemplo 2.19. Continuando en la l´ınea de los ejemplos anteriores, el espacio es el plano
complejo donde actu´a globalmente el grupo G de simetr´ıas respecto al eje X. Vamos a considerar
la funcio´n F = ( f , f˜ ), donde f : C → C/G esta´ definida por la accio´n del grupo y la elevacio´n
sobre el plano real viene dada por f˜ (x, y) = (x, |y |). Veamos que esta aplicacio´n orbifold es una
cubierta donde el plano recubre al espacio C/G.
Tomando un entorno del punto (1,2) espacio final, se puede ver que en el espacio recubridor
tenemos dos entornos: el entorno del punto (1,2) y el del punto (1,−2) (Figura 2.10).
V˜i
σ

 // U˜
τ

V˜i/Gi = Vi p // U = U˜/G
Re
Im
Re
Im
Figura 2.10: Comportamiento del espacio recubridor en el punto (1,2).
Notar que en este caso particular, los grupos de las cartas Gi y G son triviales, con i = 1,2.
Un caso especial son los puntos del semiplano complejo cuyo grupo de isotrop´ıa no es trivial.
Por ejemplo el punto (2,0). En este punto, el entorno que podemos crear es un semidisco, en
cambio, el entorno del plano de partida, es un disco entero. Aqu´ı se ve de manera ma´s evidente
que el homeomorfismo lo encontramos en los abiertos del plano de R2 (Figura 2.11).
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V˜i
σ

 // U˜
τ

V˜i/Gi = Vi p // U = U˜/G
Re
Im
Re
Im
Figura 2.11: Comportamiento del espacio recubridor en el punto (2,0).
En este punto, el grupo Gi (para i1) vuelve a ser trivial, pero en cambio G actu´a como
simetr´ıa.
Para continuar trasladando la teor´ıa de espacios recubridores a orbifolds, debemos probar
que tambie´n se respetan las propiedades de levantamiento. Concretamente, el teorema siguiente
prueba el levantamiento de caminos en orbifold como en el caso de variedades, descrito en la
Proposicio´n 1.21.
Teorema 2.20. Sea O un orbifold y (T , p) una cubierta orbifold de O. Dados xˆ ∈ XT , x = p(xˆ),
I = [a, b], entonces ∀α : I → O camino tal que α(a) = x, existe un u´nico camino orbifold
αˆ : I → T tal que αˆ(a) = xˆ y p ◦ αˆ = α.
XT
p

I
αˆ
??
α // XO
Demostracio´n. Como en el caso levantamiento de caminos en cubiertas, podemos encontrar
una particio´n a = t0 < t1 < · · · < tn = b tal que el intervalo cerrado de camino α([ti−1, ti]) esta´
contenido en un entorno elemental orbifold, 1 ≤ i ≤ n. Se procede por induccio´n sobre n.
Si n = 1, por la definicio´n de cubierta orbifold, tenemos una carta orbifold (U˜,G, σ,U)
sobre U, entorno elemental orbifold, tal que α(I) ⊂ U. Sabemos que p−1(U) = ∐i Vi, de manera
que hay cartas (V˜i,Gi, τi,Vi) para las que se tiene el siguiente diagrama:
V˜i
τi

 // U˜
σ

V˜i/Gi = Vi p // U = U˜/G
Fijemos el u´nico abierto Vk que contiene a xˆ. Es claro que podemos levantar α al orbifold
T , usando este diagrama. En efecto, α es un camino orbifold, en particular una aplicacio´n
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orbifold, es decir, α tiene determinada su elevacio´n sobre U˜, α˜. Esta elevacio´n pasa a V˜k por el
homeomorfismo; con la proyeccio´n τk se define el levantamiento de α a T como camino orbifold.
Por induccio´n se sigue el resultado igual que en el caso de cubiertas. 
Lema 2.21. Sea O un orbifold y (T , p) una cubierta orbifold de O. Sean α0, α1 : I → O dos
caminos-orbifold homo´topos, H : α0 ∼ α1 y p(xˆ0) = x0 = α0(0). Entonces existe una u´nica
aplicacio´n orbifold Hˆ tal que p ◦ Hˆ = H y Hˆ(0,0) = xˆ0.
Demostracio´n. Para probar la propiedad de levantamiento de homotop´ıas, se utilizan razona-
mientos similares al desarrollado en la anterior demostracio´n. Siendo H una aplicacio´n orbi-
fold que va de I × I a O, podemos encontrar dos particiones a = t0 < t1 < · · · < tn = b y
0 = s0 < s1 < · · · < sm = 1 tal que H aplique cada recta´ngulo [ti−1, ti] × [sj−1, sj] a un entorno
elemental orbifold de O donde se cumple el resultado. Se procede por induccio´n sobre n y m. 
Lema 2.22. Las cubiertas orbifold env´ıan puntos singulares a puntos singulares.
p(ΣT) ⊆ ΣO
Demostracio´n. Sea x ∈ T , p(x) = y ∈ O y tomamos una carta centrada en x. Si x ∈ ΣT , el
grupo Gx que actu´a sobre esa carta es no trivial. Por tanto, el cardinal de la carta sera´ a, siendo
|Gx | = a.
Por otro lado, por ser p cubierta, tenemos un homeomorfismo entre los espacios en Rn.
As´ı pues, tenemos el siguiente diagrama donde se reflejan en rojo las cardinalidades de las
operaciones:
V˜x
τx a

hom
1
// U˜
σb

V˜x/Gx = Vx p
p0 // U = U˜/G
La cardinalidad la podemos leer de dos maneras: p◦ τx = σ ◦ hom, es decir, p0+ a = b+1, donde
a, b, p0 > 1. Por tanto, b = |Gy | ≥ a =⇒ |Gy | , {1}. Luego y ∈ ΣO. 
De hecho, para todos las aplicaciones orbifold, ya que como hemos comentado anteriormente,
los puntos singulares van a puntos singulares, luego todos los elementos del grupo Gi deben
estar en el grupo G, Gi ⊆ G.
Por esta razo´n, los espacios recubridores de un orbifold se consiguen tomando los subgrupos
de los grupos que conforman su atlas. As´ı pues, si para una cierta carta (U˜,G, σ,U) encontramos
un subgrupo H del grupo G podemos construir una cubierta orbifold O˜. Si podemos repetir
el proceso, es decir, si podemos encontrar un subgrupo J de H (que sera´ a su vez subgrupo
de G), habremos encontrado una cubierta orbifold Oˆ “mayor”que la primera, ya que recubre a la
cubierta orbifold O˜. De esta manera podemos definir el concepto de cubierta orbifold universal.
Definicio´n 2.23. Una cubierta orbifold universal de un orbifold O es una cubierta orbifold
(O˜, p) tal que si existe otra cubierta orbifold (O˜ ′, p′), se tiene que (O˜,q) es una cubierta orbifold
para O˜ ′, siendo q la aplicacio´n recubridora.
O˜
p

q

O˜ ′
p′
O
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De esta manera definido, se puede probar que todo orbifold admite una cubierta orbifold
universal:
Proposicio´n 2.24. Todo orbifold tiene una cubierta orbifold universal.
La demostracio´n de este resultado estediosa y sigue las l´ıneas de su resultado ana´logo en
variedades; los detalles esta´n en el libro de W. Thurston [17, p. 305].
Observacio´n 2.25. Como hemos comentado anteriormente, los espacios recubridores en esen-
cia son aplicaciones cocientes. En el caso particular de la Proposicio´n 2.8, el propio manifold M
podemos interpretarlo como una cubierta orbifold del orbifold M/Γ, de hecho como una cubierta
orbifold universal. En efecto, la variedad M se puede entender como un orbifold donde actu´a
el grupo trivial, que no tiene ma´s subgrupos, luego es la mayor cubierta orbifold que podemos
encontrar.
Para estos espacios, las propiedades de los espacios recubridores indican que el grupo fun-
damental del espacio M es el grupo Γ y que este grupo coincide exactamente con el grupo de
transformaciones recubridoras (o deck transformations). Queremos generalizar esta idea para
cualquier orbifold, no solo los provenientes de una variedad.
Cap´ıtulo 3
Grupos fundamentales orbifold:
Teorema de Seifert - Van Kampen y
cubiertas orbifold
En este cap´ıtulo reside el verdadero intere´s teo´rico de este trabajo. Vamos a desarrollar el
concepto de grupos fundamentales para los espacios orbifold y los calcularemos para ciertos
ejemplos, utilizando para ello el Teorema de Seifert - Van Kampen y los espacios recubridores.
Autores como Haefliger y Quach [2, 9] ya estudiaron el grupo fundamental orbifold a partir de
lazos orbifold, en lugar de interpretarlo como grupo de automorfismos de la cubierta universal.
3.1. Primeros ejemplos
Considerando la Definicio´n 2.17 de grupo fundamental orbifold presentada en el cap´ıtulo
anterior, vamos a presentar unos primeros ejemplos como implicacio´n directa de esta definicio´n.
Ejemplo 3.1. Trasladando la definicio´n de manera natural, es claro que para cualquier varie-
dad M, el grupo fundamental orbifold coincide con el grupo fundamental normal.
piorb1 (M) = pi1(M)
Por ejemplo, el espacio Rn es una variedad de dimensio´n n. En este espacio todos los lazos son
triviales, es decir, su grupo fundamental esta´ formado por el elemento neutro: piorb1 (Rn, p) = {1},
con p un punto de Rn. Coincide con el grupo fundamental ya estudiado.
Ejemplo 3.2 (Grupo simetr´ıas). Retomando una vez ma´s el ejemplo del plano complejo C
donde actu´a el grupo G de las simetr´ıas respecto al eje X, C = C/G. En este orbifold tenemos
que los lazos α tal que α(t) < ΣC para todo t ∈ I, son triviales. En cambio, los lazos β tal que
β(t) ∈ ΣC para algu´n t ∈ I, se pueden elevar como caminos abiertos, es decir, los lazos β son
caminos Alicia.
Estos caminos no son triviales, pero recorrer dos veces el camino Alicia da lugar a un lazo en
el orbifold recorrido dos veces (sigue siendo un lazo) y su elevacio´n tambie´n es un lazo, de hecho
trivial. Para entender esto debemos fijarnos en la Figura 2.8 donde el lazo se eleva en un camino
Alicia, pero si lo ejecutamos dos veces conseguimos el lazo. Es decir, debemos “atravesar” dos
veces la linea de puntos singulares.
As´ı pues, los lazos posibles en este orbifold son los lazos α, equivalentes al lazo trivial, y el
lazo β, cuyo cuadrado es el lazo trivial. Luego el grupo fundamental orbifold queda:
piorb1 (C, x0) = 〈α, β : α = β2 = 1〉 = 〈β : β2 = 1〉 = Z2
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En general, podemos intuir que cuando nos encontremos ante un espacio sobre el que actu´a
el grupo de las simetr´ıas, su grupo fundamental orbifold estara´ determinado por el camino Alicia
de manera que el cuadrado de este camino es un lazo trivial, adema´s de las caracter´ısticas propias
del espacio. Debemos desarrollar una teor´ıa que sustente y justifique este razonamiento.
Ejemplo 3.3 (Grupo rotaciones). Consideremos ahora el Ejemplo 2.10 donde el grupo G
de las rotaciones de 3 elementos esta´ actuando sobre el espacio topolo´gico S2. Tomando las
coordenadas polares, la traslacio´n comprende un giro de a´ngulo θ = 2pi3 .
G = {1,2,3} = {1, θ, θ2} = {0, 2pi
3
,
4pi
3
}
El orbifold S resultante es una esfera cuyos polos p y q son puntos singulares de orden 3.
Calculemos ahora el grupo fundamental orbifold de este espacio, tomando los lazos posibles
basados en un punto x0 no singular.
Los lazos que no rodean a ningu´n polo (o que rodean a los dos una vez) son claramente
lazos triviales. Los lazos que rodean una vez al polo p (luego tambie´n a q) son homoto´picamente
equivalentes a los lazos α tal que α(t) = p para algu´n t ∈ I. Este lazo se eleva como camino por
la accio´n del grupo. De esta manera, aunque en el orbifold tengamos un lazo (α(0) = x0 = α(1)),
la elevacio´n queda determinada por el a´ngulo de rotacio´n, luego debemos realizar 3 veces el lazo
para que resulte un lazo trivial.
α˜(0) = x0, α˜(1) = x0 · θ ⇒ x0 α˜−→ x0 · θ α˜−→ x0 · θ2 α˜−→ x0
As´ı pues, el grupo fundamental orbifold de S esta´ determinado por el lazo α.
piorb1 (S, x0) = 〈α : α3 = 1〉
Como en el ejemplo anterior, podemos intuir una generalizacio´n de este caso: cuando nos
encontremos ante un punto singular debido a una accio´n de un grupo de rotacio´n, el orden del
punto determinara´ el grado del lazo que rodee al punto. Es necesario argumentar estas ideas con
fundamentos algebraicos para poder utilizar estas herramientas cuando sea posible y agilizar
los ca´lculos de los grupos fundamentales.
3.2. Propiedades principales
Como ya anticipamos en el cap´ıtulo anterior, podemos llegar a deducir la definicio´n de grupo
fundamental orbifold tambie´n a partir de los espacios recubridores. De hecho, la manera ma´s
usual de definirlo es e´sta (ver [16]).
De manera ana´loga al caso de variedades, existe una relacio´n directa entre el grupo funda-
mental de un espacio orbifold y el grupo de transformaciones recubridoras.
Definicio´n 3.4. Sea p : T → O una cubierta orbifold. Llamamos transformacio´n recubridora
(o deck transformation) a un homeomorfismo orbifold φ : T → T tal que p ◦ φ = p. Se denota
Gp(T ) el conjunto de transformaciones recubridoras de T respecto de p. Este conjunto forma
un grupo con la composicio´n de aplicaciones orbifold.
Observacio´n 3.5. Para cada preimagen x˜1, x˜2 ∈ XT del punto x ∈ XO, existe una transforma-
cio´n recubridora que lleva x˜1 a x˜2. Por tanto, este grupo Gp(T ) se puede pensar como un grupo
de permutaciones sobre cada fibra. La demostracio´n es similar al caso esta´ndar.
Proposicio´n 3.6 (Grupo Fundamental Orbifold). El grupo fundamental orbifold pi1(O, x0) es
el grupo de transformaciones recubridoras de la cubierta universal O˜.
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Corolario 3.7. Sea O un orbifold construido a partir de una variedad simplemente conexa M
donde actu´a globalmente un grupo H propiamente discontinuo, O = M/H. Entonces, el grupo
fundamental orbifold de O, coincide con el grupo H.
piorb1 (O) = H
3.3. Elementos para el ca´lculo de grupos fundamentales orbifold
Una vez presentadas todas las propiedades algebraicas y topolo´gicas de los grupos funda-
mentales orbifold y justificada la necesidad de desarrollar herramientas eficaces para el ca´lculo
e´stos, trataremos de elaborar dichas herramientas.
3.3.1. Cubiertas orbifold
Al realizar la cubierta de un orbifold, intentaremos eliminar la accio´n de un grupo de manera
que obtengamos un espacio simplificado. Es decir, trataremos que desde el espacio recubridor
obtengamos el orbifold inicial mediante la accio´n de un grupo. Por ello, no siempre va a ser
u´til calcular la cubierta universal, simplemente intentaremos encontrar una cubierta apropiada.
Estudiaremos por tanto, la relacio´n entre el grupo fundamental orbifold de un espacio y su
cubierta (universal o no). Para ello debemos definir el te´rmino orbifold cociente.
Definicio´n 3.8. Sea C un orbifold y sea G un grupo que actu´a sobre C de manera propiamente
discontinua. Se define D el orbifold cociente como el espacio formado por las clases de equiva-
lencia de los puntos de C relacionados por algu´n elemento de G. Es decir, siendo las clases de
equivalencia [c] = {c′ ∈ C | c′g = c, para algu´n g ∈ G}, el orbifold cociente queda definido:
D = {[c] | c ∈ C}
La manera de aplicar las cubiertas orbifold al ca´lculo del grupo fundamental orbifold es
la siguiente: conociendo el grupo fundamental orbifold de la cubierta y la presentacio´n del
grupo que actu´a, podremos calcular el grupo de nuestro espacio. A continuacio´n presentamos
el resultado generalizado, contenido en el a´rea del a´lgebra de grupos.
Proposicio´n 3.9. Consideramos una sucesio´n exacta corta de grupos tal que:
1→ K m1−−→ G m2−−→ H → 1
Supongamos que conocemos:
Las presentaciones de los grupos K y H:
K = 〈k1, ..., kn | r1, ...,rm〉 H = 〈h1, ..., hr | s1, ..., ss〉
El levantamiento de los generadores de H en G: h˜1, ..., h˜r .
Las relaciones de H en te´rminos de los generadores de K.
Entonces podremos calcular una presentacio´n del grupo G
G = 〈k1, ..., kn, h˜1, ..., h˜r : r1, ...,rm, s˜1, ..., s˜s, u˜i j〉
donde s˜t son las relaciones st expresadas por los generadores de H en G, y u˜i j una palabra
derivada de la conjugacio´n de los generadores k’s y h˜′s.
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Demostracio´n. Veamos en primer lugar, que´ generadores necesitamos. Tomamos un elemento
general g del grupo G y probemos que se puede expresar con los generadores de K y los
levantamientos de los generadores de H.
Sea g ∈ G ⇒ m2(g) ∈ H, luego podemos expresarlo mediante una palabra en H: m2(g) =
w(h1, ..., hr ). Tomando el levantamiento de esta palabra tenemos lo siguiente:
m2(w(h˜1, ..., h˜r )) = w(h1, ..., hr ) = m2(g) ⇒ m2(gw(h˜1, ..., h˜r )−1) = 1
Es decir, que el producto de g por el inverso de la palabra w en G esta´n en el nu´cleo de m2, en
K. As´ı pues, podemos expresarlo con una palabra de K:
gw(h˜1, ..., h˜r )−1 = v(k1, ..., kn) ⇒ g = v(k1, ..., kn)w(h˜1, ..., h˜r )
Luego, los generadores del grupo G son la unio´n de los de K y los levantamientos de los de H.
En cuanto a las relaciones, veamos lo que ocurre con las relaciones del grupo H. Estas
relaciones si sera´n palabras sobre los generadores hi, que en el grupo H son triviales. Es decir,
que estas palabras expresadas en G sera´n palabras en funcio´n de h˜i, si(h˜1, ..., h˜r ), de manera que
su imagen por m2 son triviales en H.
m2(si(h˜1, ..., h˜r )) = si(h1, ..., hr ) = 1
Luego, si su imagen es trivial, estas palabras pertenecen al nu´cleo: si(h˜1, ..., h˜r ) ∈ K. Por tanto,
se pueden expresar en funcio´n de los generadores de K
si(h˜1, ..., h˜r ) = ti(k1, ..., kn)
Y podemos encontrar su palabra inversa. As´ı pues, la relacio´n en G queda:
si(h˜1, ..., h˜r )t−1i (k1, ..., kn)︸                           ︷︷                           ︸
s˜i
= 1
Por otro lado, tenemos que las relaciones de K son claramente tambie´n relaciones de G
por ser subgrupo. Adema´s, K C G luego un elemento de K conjugado por uno de G, sera´ una
palabra en K, es decir:
k h˜ ji = ui j(k1, ..., kn) ⇒ ui j(k1, ..., kn)(k
h˜ j
i )−1︸                    ︷︷                    ︸
u˜i j
= 1
As´ı pues, tenemos que la presentacio´n del grupo G es:
G = 〈k1, ..., kn, h˜1, ..., h˜r : r1, ...,rm, s˜1, ..., s˜s, u˜i j〉
Solo queda probar si es necesario an˜adir alguna relacio´n ma´s.
Tomamos una relacio´n general T(h˜, k) = 1, que por la relacio´n u˜i j podemos reordenarla y
tomar de forma general T1(h˜)T2(k).
Mediante el morfismo m2 tenemos que 1 = m2(1) = m2(T1(h˜)T2(k)) = m2(T1(h˜)) = T1(h). As´ı
pues, la palabra T1 en H sera´ producto y conjugacio´n de sus relaciones. Tomando la elevacio´n
de este racionamiento tenemos que la palabra T1(h˜) estara´ formada por elementos de la forma:
h˜−1s(h˜)h˜.
Operando con las relaciones que sabemos que esta´n en G, concretamente mediante las rela-
ciones s˜i y u˜i j tenemos el siguiente razonamiento:
T1(h˜) =
∏
h˜−1s(h˜)h˜ =
∏
h˜−1t(k)h˜ =
∏
h˜−1 h˜t ′(k) =
∏
t ′(k)
As´ı pues, obtenemos que 1 = T1(h˜)T2(k) = t ′(k)T2(k). Es decir, una palabra dependiendo de
los generadores k, por tanto esta palabra sera´ consecuencia del producto de relaciones del grupo
K, rj . Luego ya tenemos todas las relaciones necesarias para definir G. 
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El resultado anterior traducido a nuestro estudio queda recogido la proposicio´n siguiente.
Proposicio´n 3.10. Sea C un orbifold y sea H un grupo que actu´a sobre C de manera propia-
mente discontinua. Sea D el orbifold cociente y ψ : C → D la cubierta orbifold definida por el
cociente. Sea p ∈ D un punto liso y sea q ∈ ψ−1(p). Entonces,
Im
(
ψ∗ : piorb1 (C; q) → piorb1 (D; p)
)
es un subgrupo normal de piorb1 (D; p) y su cociente es isomorfo a H que se identifica con ψ−1(p)
mediante g ≡ g · p. Es ma´s, piorb1 (D; p) se identifica con las clases de homotop´ıa de caminos
orbifold que empiezan en q y terminan en un punto de ψ−1(p).
Demostracio´n. La primera parte de la proposicio´n queda demostrada por la Proposicio´n 3.9,
siendo piorb1 (C; q), piorb1 (D; p) y H como K, G, y H respectivamente.
En la segunda parte hace referencia a la interpretacio´n del grupo fundamental orbifold del
orbifold cociente. Los caminos de C que comienzan en q y terminan en la fibra de ψ−1(p), se
env´ıan a lazos en D, y la homotop´ıa de estos caminos en la cubierta se trasladara´n a homotop´ıas
de lazos en el orbifold cociente. Por tanto, es claro que piorb1 (D; p) se identificara´n con las clases
de homotop´ıa de caminos orbifold que empiezan en q y terminan en un punto de ψ−1(p).
Cuando realizamos el producto de dos lazos en el orbifold cociente, se trasladara´n al producto
de caminos sobre la cubierta. Este producto se realizara´ conectando el punto final del primer
camino con el inicial del segundo. Esta conexio´n se realizara´ mediante la accio´n del grupo G,
ya que los puntos iniciales y finales en el cociente sera´n el mismo pero en la cubierta estara´n
trasladados por elementos del grupo. 
Observar que la proposicio´n anterior indica que el producto de caminos lo haremos usando
la accio´n de H, el punto base lo movemos con la accio´n del grupo.
Ejemplo 3.11 (Grupo simetr´ıas). La generalizacio´n de este ejemplo mediante el razonamiento
de cubiertas, corrobora la idea intuitiva planteada en el Ejemplo 3.2. Sea O un orbifold, U ⊂ O
un abierto donde actu´a el grupo G de las simetr´ıas. Sobre nuestro orbifold pueden estar actuando
diferentes grupos de manera que cuando construimos el orbifold C eliminando la accio´n de G,
obtenemos una cubierta de O pero no universal.
La Proposicio´n 3.10 nos dice que el grupo fundamental orbifold de nuestro espacio estara´
determinado por las clases de homotop´ıa que comienzan en un punto p y terminan en un punto
de su fibra por la accio´n de G, en su punto espejo g · p, es decir, las clases de homotop´ıa del
camino Alicia.
De esta manera, mediante el estudio de la homotop´ıa del camino Alicia, podemos calcular
el grupo fundamental orbifold de nuestro espacio conociendo el grupo de la cubierta generada
eliminando la accio´n de la simetr´ıa.
3.3.2. Teorema de Seifert - Van Kampen
El Teorema de Seifert-Van Kampen es una potente herramienta de ca´lculo de grupos funda-
mentales en el caso de variedades, ya que permite dividir el estudio del grupo de un espacio en
el estudio de grupos fundamentales de subespacios y su interseccio´n. Por ello, antes de proponer
este teorema para los espacios orbifold, debemos introducir la siguiente definicio´n.
Definicio´n 3.12. Llamamos suborbifold S de un orbifold O cuyo espacio topolo´gico es un
subespacio XS ⊂ XO. Definimos de manera natural la inclusio´n como una aplicacio´n orbifold
que identifica los elementos de S en un espacio mayor que los contiene O, i : S → O.
El enunciado del teorema de Seifert-Van Kampen para espacios orbifold es paralelo al enun-
ciado en el caso de variedades, debido a que tanto la definicio´n de grupo fundamental y de
suborbifold son extensiones de las definiciones en variedades.
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Teorema 3.13 (Seifert-Van Kampen). Sea O un orbifold, donde XO un espacio topolo´gico
conexo por caminos. Sean S1 y S2 suborbifolds con XS1,XS2 abiertos conexos por caminos tales
que XO = XS1 ∪ XS2 y XS1 ∩ XS2 , ∅ es conexo por caminos. Sea x0 ∈ XS1 ∩ XS2 y conocidas las
presentaciones
pi1(S1, x0) = 〈G1 : R1〉
pi1(S2, x0) = 〈G2 : R2〉
pi1(S1 ∩ S2, x0) = 〈G : R〉
Entonces, la presentacio´n del grupo fundamental de O basado en x0 es:
pi1(S1, x0) = 〈G1 : R1〉
++
pi1(S1 ∩ S2, x0) = 〈G : R〉
**
44
pi1(O, x0) = 〈G1 ∪ G2 : RG ∪ R1 ∪ R2〉
pi1(S2, x0) = 〈G2 : R2〉
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El conjunto de relaciones RG esta´ formado por los elementos de la forma rG = gG1g
−1
G2
,
siendo gGi el elemento g ∈ G representado por los generadores de Gi.
Observacio´n 3.14. Notar que el teorema es una extensio´n del caso de variedades: si tomamos
como orbifold O una variedad, obtenemos el enunciado del teorema presentado en el Cap´ıtulo 1.
Corolario 3.15. Considerando las condiciones del teorema anterior, si adema´s XS2 es simple-
mente conexo, entonces pi1(O, x0) = pi1(S1, x0).
En el cap´ıtulo siguiente utilizaremos estos resultados para el ca´lculo de grupos fundamentales
orbifold de dimensio´n 2.
Ejemplo 3.16. Aplicaremos el teorema de Seifert-Van Kampen al Ejemplo 3.3. Tomamos los
siguientes suborbifolds: como suborbifold S1 la superficie comprendida entre un paralelo inferior
al ecuador hasta el polo norte, como S2 ana´logo para el polo sur y S1∩S2 la franja interseccio´n
de ambios subespacios (ver Figura 3.1).
La zona roja es homeomorfa a un disco con un punto singular de rotacio´n de orden 3. Por
tanto, el grupo fundamental orbifold de este subespacio es: piorb1 (S1, x0) = 〈α : α3 = 1〉.
De manera ana´loga tenemos la zona azul: piorb1 (S2, x0) = 〈β : β3 = 1〉.
La interseccio´n es homeomorfa a una circunferencia: piorb1 (S1 ∩ S2, x0) = 〈γ : −〉.
Por el teorema de Seifert-Van Kampen obtenemos que el grupo fundamental orbifold de
nuestro espacio es el siguiente:
piorb1 (S2/Z3, x0) = 〈α, β, γ : α3 = 1, β3 = 1, γ = β〉 ⇒ piorb1 (S2/Z3, x0) = 〈α : α3 = 1〉 = Z3
El volumen de cuentas y razonamiento se simplifica de manera notable aplicando el teorema
de Seifert-Van Kampen.
Ejemplo 3.17. Este ejemplo es uno de los ma´s utilizados en el estudio de accio´n de grupos
sobre variedades. Mediante el estudio del grupo fundamental por Seifert-Van Kampen , veremos
de manera clara la diferencia entre estos dos orbifolds (ver Figura 3.2).
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3
p
3
q
=⇒
S1
S1 ∩ S2
S2
Figura 3.1: La esfera S2 actuando el grupo de rotacio´n Z3.
5
G
5
5
O
Figura 3.2: Orbifolds generados por una esfera y un punto de rotacio´n y por dos.
El orbifold O tiene dos puntos de rotacio´n de orden 5. Realizando un razonamiento como
en el Ejemplo 3.16, obtenemos claramente que el grupo fundamental orbifold del espacio O es
el siguiente:
piorb1 (O, x1) = 〈λ : λ5 = 1〉 = Z5
En cambio, el orbifold G consta de un solo punto singular, un punto de rotacio´n de orden
5. Procederemos por Seifert-Van Kampen.
Tomamos como primer suborbifold la parte superior de la“gota”. Este espacio es homeomorfo
a un disco con un punto interior singular de orden 5, luego su grupo fundamental es el grupo
c´ıclico de 5 elementos: piorb1 (S1, x2) = 〈α : α5 = 1〉. El subespacio S2 es homeomorfo a un
disco, luego su grupo fundamental es trivial. Con respecto a la interseccio´n, obtenemos una
circunferencia, luego: piorb1 (S1 ∩ S2, x2) = 〈γ : −〉.
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piorb1 (S1, x2) = 〈α : α5 = 1〉
**
piorb1 (S1 ∩ S2, x2) = 〈γ : −〉
**
44
piorb1 (G, x2) = ¿?
piorb1 (S2, x2) = 〈− : −〉
44
Por tanto, aplicando el teorema obtenemos que el grupo fundamental de G es el grupo
trivial.
piorb1 (G, x2) = 〈α : α5 = 1, α = 1〉 = 〈− : −〉
Cap´ıtulo 4
Ca´lculo de grupos fundamentales
orbifold en dimensio´n baja
A lo largo de este cap´ıtulo se utilizara´ toda la teor´ıa descrita en los tres primeros cap´ıtulos
para estudiar casos particulares de orbifolds, sus caracter´ısticas principales y calcular su grupo
fundamental. En primer lugar, mostraremos una generalizacio´n de este estudio diferenciando
entre los distintos tipos de entornos locales que nos podemos encontrar. Posteriormente, realiza-
remos ejemplos del ca´lculo de grupos fundamentales orbifold. La eleccio´n de estos ejemplos que
se van a trabajar se debe a la intencio´n de englobar las principales superficies de dimensio´n 2
de manera que este ca´lculo sea fa´cilmente trasladable a otros casos ma´s complejos. Adema´s,
contemplaremos todos los puntos singulares posibles y co´mo estudiar localmente las equivalen-
cias homoto´picas para poder finalmente describir un teorema que marque la l´ınea a seguir para
calcular el grupo fundamental de cualquier orbifold.
4.1. Generalizacio´n de los espacios orbifold
Para comprender las caracter´ısticas de un espacio orbifold, debemos estudiar sus propie-
dades locales, de que´ manera actu´an los grupos sobre los puntos singulares. En este apartado
mostraremos una generalizacio´n de todos los casos posibles y la manera de estudiarlos para
conseguir el grupo fundamental orbifold.
Partimos de una variedad M de dimensio´n 2 con borde, que puede ser orientable o no
orientable. Sobre ella van a actuar grupos algebraicos generando puntos singulares. En el interior
de esta variedad podemos encontrar puntos donde actu´e el grupo de las rotaciones, mientras
que en el borde puede haber puntos sobre los que actu´an grupos de simetr´ıas y die´dricos.
e
e
Figura 4.1: Entornos posibles de los puntos en un orbifold.
La Figura 4.1 respresenta los entornos de todos los posibles puntos que nos podemos en-
contrar en un espacio orbifold. De izquierda a derecha: punto liso (no singular) interno, punto
liso borde, punto espejo, punto rotacio´n y punto die´drico. En los dos primeros, el estudio de los
entornos y de la homotop´ıa existente se deriva del estudio en variedades. Vamos a ocuparnos
de los otros tres casos por separado.
Punto espejo: cuando realicemos el estudio de estos entornos, recurriremos con frecuencia
a la cubierta doble, eliminando la accio´n del grupo Z2, de manera que este entorno quedara´
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duplicado y el estudio lo derivaremos al espacio recubridor. El estudio de la homotop´ıa de lazos
entre la cubierta y nuestro orbifold vendra´ determinado por el camino Alicia. Considerando un
entorno como el representado en la Figura 4.1 para los puntos espejo, el grupo fundamental de
e´ste estara´ determinado por el camino Alicia:
piorb1 (Ue) = 〈α : α2 = 1〉
Punto de rotacio´n: Al igual que en el Ejemplo 3.16, cuando nos encontremos con un
punto p de rotacio´n interno, debemos tomar un entorno suyo donde el u´nico punto orbifold
sea p. En este entorno Up, el grupo fundamental orbifold vendra´ determinado por el orden de
rotacio´n n, tal que
piorb1 (Up) = 〈γ : γn = 1〉
siendo α es el lazo del orbifold que rodea al punto p. Para continuar el estudio con el resto del
espacio orbifold aplicaremos Seifert-Van Kampen.
Punto die´drico: la estrategia que seguiremos aqu´ı sera´ una combinacio´n de los dos puntos
anteriores. Los generadores son los de los dos grupos anteriores, mientras que las relaciones se
cumplen las mismas adema´s de la relacio´n existente entre ambos generadores.
piorb1 (Ud) = 〈γ,α : γn = 1, α2 = 1, αγα = γ−1〉
Una explicacio´n detallada se vera´ en la seccio´n 4.2.3.
Realizaremos un ejemplo extenso de este caso en el apartado siguiente.
4.2. Ejemplos del ca´lculo del grupo fundamental orbifold
Proponemos diferentes ejemplos para ilustrar el ca´lculo del grupo fundamental orbifold
mediante la teor´ıa y las herramientas expuestas a lo largo del trabajo. Se presentan primero
espacios concretos y sencillos de diferentes tipos de variedades sobre las que actu´an ciertos
grupos para ilustrar detalladamente de que´ manera trabajamos el ca´lculo de grupos fundamen-
tales. La complejidad de los ejemplos incrementara´ a medida que tomamos generalizaciones de
superficies. Finalmente, se presentara´ un estudio de los diferentes componentes de borde de un
orbifold.
4.2.1. Superficie de ge´nero 2 con un punto singular
Consideramos una superficie cerrada orientable de ge´nero 2 con un punto singular de orden 3.
Esta situacio´n puede ser aplicada a cualquier superficie orientable donde localmente actu´e el
grupo de las rotaciones de cualquier orden. Describamos la situacio´n.
Este orbifold T esta´ formado por la suma conexa de dos toros T2 en el que un grupo esta´
actuando de manera local sobre un punto p. Es decir, fuera de este punto, ningu´n grupo actu´a,
es una variedad. El grupo que actu´a en p es un grupo de tres elementos, luego el orden del
punto es 3.
p x0
Figura 4.2: Superficie de ge´nero 2 con un punto singular de orden 3.
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Para realizar el ca´lculo del grupo fundamental orbifold de T utilizaremos el teorema de
Seifert-Van Kampen. En primer lugar, dividimos T en dos suborbifolds T1,T2 de manera que
cumplan las condiciones del teorema. Tomamos como XT1 todo el orbifold excepto un entorno
cerrado C del punto p homeomorfo a un disco, y como XT2 una regio´n abierta que contenga este
entorno C de p y el punto base x0, que lo supondremos en el borde de C (ver Figura 4.3).
Figura 4.3: El suborbifold T1 coloreado de verde y el T2 de azul.
Estudiemos en primer lugar el suborbifold T1. En esencia, esta superficie es una variedad
ya que hemos eliminado el u´nico punto donde actu´a un grupo. La superficie ante la que nos
encontramos en una superficie orientable de ge´nero 2 en la que se ha quitado un disco. El grupo
fundamental de esta superficie esta´ generado por los dos lazos basados en x0 que rodean los
agujeros β1, β2 (coloreados en naranja en la Figura 4.4), los dos lazos perpendiculares a estos
α1, α2 (en morado) y un u´ltimo lazo u que rodee el entorno C (lazo amarillo).
Figura 4.4: Generadores del suborbifold T1
Para ilustrar los generadores y las relaciones que componen el grupo fundamental, dibujamos
la representacio´n poligonal de la superficie en la Figura 4.5.
u
β2
α2
β2
α2 β1
α1
β1
α1
Figura 4.5: Representacio´n poligonal del espacio T1.
Los lados con el mismo nombre se identifican en el sentido indicado en la figura. Esta
representacio´n permite fa´cilmente la relacio´n existente entre los generadores: recorrer el lazo u
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equivale a recorrer todos los dema´s generadores en el sentido correspondiente.
u = α−11 β
−1
1 α1β1α
−1
2 β
−1
2 α2β2
De esta manera, el grupo fundamental de este espacio queda:
piorb1 (T1, x0) = 〈α1, α2, β1, β2,u : [α1, β1][α2, β2] = u〉
donde [α1, β1] = α−11 β−11 α1β1 (conmutador de α1 con β1). Notar que el grupo es libre ya que el
generador u se puede representar por un producto de todos los dema´s.
piorb1 (T1, x0) = 〈α1, α2, β1, β2 : −〉
Mantendremos la presentacio´n con cinco generadores porque nos interesa para posteriores
ca´lculos.
El suborbifold T2 esta´ compuesto por una superficie homeomorfa a un disco de R2 que
contiene un punto singular de orden 3. Con un razonamiento similar al que hemos utilizado en
el Ejemplo 3.16, deducimos que el u´nico lazo no trivial y, por tanto, u´nico generador del espacio,
es el lazo v que rodea al punto p. De hecho, si recorremos tres veces este lazo, obtenemos un
lazo trivial, ya que rodea a un punto de orden 3. Por tanto, el grupo fundamental orbifold de
este espacio es:
piorb1 (T2, x0) = 〈v : v3 = 1〉
El u´ltimo espacio que nos queda por estudiar es la interseccio´n de T1 y T2. Este espacio es
homeomorfo a un disco de dimensio´n 2 al que se le ha quitado un disco cerrado en su interior, es
decir, este espacio es S1 que tan solo tiene un generador s. Luego tenemos el siguiente diagrama:
piorb1 (T1, x0) = 〈β1, β2, α1, α2,u : [α1, β1][α2, β2] = u〉
piorb1 (T1 ∩ T2, x0) = 〈s : −〉 piorb1 (T , x0) = ¿?
piorb1 (T2, x0) = 〈v : v3 = 1〉
Aplicando el teorema de Seifert-Van Kampen tenemos que los generadores de nuestro orbifold
T son todos los generadores de ambos suborbifolds:
G = {β1, β2, α1, α2,u, v}
El conjunto de relaciones de este grupo se compone de la unio´n de las relaciones de T1 y T2 y
de los generadores de la interseccio´n representados por los generadores de ambos suborbifolds.
El generador s visto como combinacio´n de los generadores de T1 es equivalente a u. Respecto al
segundo suborbifold, s = v. Por tanto, el generador del espacio interseccio´n queda como relacio´n
s→ uv−1.
R = {v3 = 1,uv−1 = 1}
Simplificando generadores y relaciones, el grupo fundamental orbifold de nuestro espacio es
el siguiente:
piorb1 (T , x0) = 〈β1, β2, α1, α2, v : v3 = 1, [β1, β2][α1, α2] = v〉
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4.2.2. Grupo rotaciones
Un ejemplo de orbifold donde el grupo que actu´a es el de las rotaciones es el Ejemplo 2.10.
En ese caso, el orbifold C constaba de la esfera sobre la que actu´a el grupo de rotacio´n de
a´ngulo 2pi3 . El espacio que resulta es otra esfera con dos puntos singulares de orden 3, uno en
cada polo. En este apartado consideraremos el caso general en el que el orbifold C lo forma
una esfera sobre la que actu´an localmente dos grupos de rotaciones Gp y Gq sobre los puntos
p y q, de a´ngulo 2pin y
2pi
m respectivamente (n,m > 0). El resultado es una esfera con dos puntos
singulares de o´rdenes n y m.
Procediendo por Seifert-Van Kampen como se hizo en el Ejemplo 3.16 (ver Figura 4.6).
n
p
m
q
=⇒
S1
S1 ∩ S2
S2
Figura 4.6: La esfera S2 actuando dos grupos de rotaciones, Zn y Zm.
Tomamos el punto base en la interseccio´n, x0 ∈ S1 ∩ S2. Tanto el primer suborbifold como
el segundo son homoto´picamente equivalentes al disco de dimensio´n 2 con un punto singular
de orden n y m respectivamente. Este espacio ya sabemos que tiene como grupo fundamental
orbifold el grupo generado por un elemento, el lazo que rodea al punto p (q), de manera que
recorrer n (m) veces este lazo es trivial.
piorb1 (S1, x0) = 〈g1 : gn1 = 1〉
piorb1 (S2, x0) = 〈g2 : gm2 = 1〉
El espacio interseccio´n es homoto´picamente equivalente a una circunferencia S1, luego su
grupo fundamental es:
piorb1 (S1 ∩ S2, x0) = 〈g3 : −〉
Aplicando el teorema de Seifert-Van Kampen, nos queda que el grupo fundamental del
orbifold de C es:
piorb1 (C, x0) = 〈g1,g2 : g1g−12 = 1,gn1 = 1,gm2 = 1〉 = 〈g1 : gn1 = 1,gm1 = 1〉
Esto significa que recorrer n veces g1 y recorrer m veces es trivial. Luego existe un divisor d
de ambos nu´meros de manera que gd1 = 1. Si d no fuera el ma´ximo divisor de n y m, existir´ıa
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un nu´mero d ′ no divisor de n y m tal que gd′1 = 1 y el ma´ximo comu´n divisor de d
′,n,m fuera d.
Luego la expresio´n gd
′
1 = 1 deber´ıa aparecer como relacio´n. Contradiccio´n. As´ı pues, ambas
relaciones implican que gd1 = 1, siendo d el ma´ximo comu´n divisor de n y m.
piorb1 (C, x0) = 〈g1 : gd1 = 1〉 = Zd
4.2.3. Grupo die´drico
Mostraremos en este apartado un ejemplo de un orbifold en el que actu´a un grupo die´drico.
Consideramos que este grupo D actu´a globalmente sobre el disco de dimensio´n 2. Tomaremos
el grupo die´drico formado por la simetr´ıa respecto al eje vertical y la rotacio´n de a´ngulo 2pin
(n > 1,n ∈ Z). En el caso n = 2, se tiene que el grupo de rotaciones es de a´ngulo pi, luego el
orden del grupo es 4 (ver Figura 4.7).
e
x
Punto x
e
x˜
Punto espejo de x
e
gx
Punto rotado pi de x
e
g˜x
Punto espejo de x rotado
Figura 4.7: El disco D2 sobre el que actu´a el grupo die´drico de orden 4.
El resultado es un sector del disco de a´ngulo 2pi2n , ya que debido a la rotacio´n el disco
queda reducido a 2pin y la simetr´ıa divide este a´ngulo a la mitad (Figura 4.8). Este sera´ nuestro
orbifold F .
e 2pi
2n
Figura 4.8: El sector del disco F que representa a todo el disco es la coloreada en verde.
El conjunto de los puntos singulares de este orbifold esta´ formado por los puntos coloreados
de amarillo que son puntos espejo (puntos de orden 2), los azules que corresponden a la rotacio´n
(orden n) y el punto die´drico coloreado en rojo.
Vamos a crear una cubierta donde se elimine la accio´n del grupo de la simetr´ıa. De esta
manera obtenemos:
e 2pi
2n=⇒
2pi
n
Figura 4.9: La cubierta C del sector del disco F .
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Estudiemos el orbifold C. Este espacio lo podemos entender como un disco donde actu´a
un grupo de rotacio´n de orden n, luego se puede representar (pegando los dos lados azules de
la Figura 4.9) como un disco con un punto singular en el centro (el punto die´drico en F ) de
orden n.
Figura 4.10: El orbifold C es un disco con un punto singular de rotacio´n de orden n.
Por tanto, el grupo fundamental de la cubierta orbifold queda:
piorb1 (C) = 〈γ : γn = 1〉
Para calcular ahora el grupo fundamental de nuestro orbifold F seguiremos el razonamiento
teo´rico partiendo del grupo fundamental de la cubierta.
Al realizar la cubierta, hemos eliminado la accio´n del grupo de las simetr´ıas, es decir, el
grupo determinado por el camino Alicia α en la cubierta de manera que la imagen en el orbifold
α˜ es un lazo cuyo cuadrado es trivial: α˜2 = 1.
e 2pi
2n=⇒
2pi
n
Figura 4.11: El camino Alicia determina la cubierta.
Por u´ltimo, la conjugacio´n del elemento de traslacio´n por α˜ resulta que vuelve a quedar la
traslacio´n γ. Es decir, desde un punto A, realizar el camino hasta su punto sime´trico A˜, despue´s
las traslacio´n γ(A˜) = B˜ y realizar la simetr´ıa otra vez llega al punto B, luego equivale a realizar
una vez la traslacio´n: α˜γα˜ = γ (ver Figura 4.12).
A
B
A
B
Figura 4.12: El camino del punto A a B equivale a la traslacio´n γ.
Finalmente, el grupo fundamental orbifold de nuestro espacio F resulta el grupo die´drico
de 2n elementos.
piorb1 (F ) = 〈γ, α˜ : γn = 1, α˜2 = 1, α˜γα˜ = γ−1〉
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4.2.4. Banda de Mo¨bius actuando Z2
Este ejemplo que vamos a trabajar consta de una superficie no orientable: la banda de
Mo¨bius, M. Sobre este espacio actu´a globalmente el grupo de las simetr´ıas Z2 respecto al eje
longitudinal. De esta manera, observando la Figura 4.13 vemos que el camino que comienza en
un lado del diagrama y continu´a en el otro. Y adema´s, gracias a la simetr´ıa tambie´n continu´a
en el mismo lado.
Figura 4.13: Diagrama de la banda de Mo¨bius sobre la que actu´a el grupo Z2.
Por tanto, el espacio N resultante es un cilindro cuya cirfunferencia inferior la constituyen
puntos espejo (ver Figura 4.14).
Figura 4.14: El orbifold N es un cilindro.
Para proceder al ca´lculo de su grupo fundamental, como ya hemos hecho en varios ejemplos,
tomamos como la cubierta eliminando el efecto de la simetr´ıa, luego obtenemos la variedad
cilindro.
=⇒
Figura 4.15: La cubierta del orbifold N es un cilindro C sin puntos singulares.
La variedad cilindro es homoto´picamente equivalente a una circunferencia, luego su grupo
fundamental es Z.
piorb1 (C, x0) = 〈γ : −〉 = Z
A trave´s del razonamiento mediante cubiertas orbifold, debemos conocer el grupo que actu´a
sobre la cubierta (el grupo de las simetr´ıas) y la conjugacio´n de su generador con γ.
El grupo de las simetr´ıas viene determinado por el camino Alicia α: Z2 = 〈α : α2 = 1〉.
Estudiemos ahora que´ significa el camino conjugado: αγα. En la cubierta, la composicio´n
de estos 3 caminos implica comenzar en un punto p, cruzar al lado sime´trico, realizar el lazo
γ y volver al punto de inicio. Es decir, trasladar el lazo γ al lado sime´trico, lo que equivale a
realizar γ.
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=⇒
Figura 4.16: La conjugacio´n de los caminos en la cubierta.
Por tanto, el grupo fundamental de nuestro orbifold N queda como sigue:
piorb1 (N, x0) = 〈γ,α : α2 = 1, αγα = γ〉 = Z × Z2
Observacio´n 4.1. Hemos visto que el espacio subyacente al orbifold obtenido a partir de la
banda de Mo¨bius por la accio´n de la simetr´ıa a lo largo de la circunferencia central es un
cilindro. Al tomar la cubierta doble de este orbifold obtenida mediante dos copias no hemos
recuperado la banda de Mo¨bius sino un cilindro, mediante el cual hemos podido calcular el
grupo fundamental orbifold. Gracias a este ca´lculo podemos ver que este orbifold posee tres
cubiertas dobles; la tercera es una cubierta doble del espacio subyacente donde se mantiene la
singularidad espejo.
4.2.5. Representaciones poligonales de orbifolds
Con el objetivo de generalizar la presentacio´n de un orbifold, constru´ımos pol´ıgonos de
manera que se alternen aristas espejo con ve´rtices die´dricos, es decir, los lados de este pol´ıgono
representan una superficie donde esta´ actuando el grupo de las simetr´ıas y sobre los ve´rtices,
el die´drico. Con estas construcciones conseguimos generalizar cualquier situacio´n posible donde
actu´en diferentes grupos die´dricos combinados con las simetr´ıas.
El ejemplo ma´s sencillo que podemos encontrar es el orbifold S, formado por el pol´ıgono de
dimensio´n 1 con dos aristas:
pe1 pe2
Figura 4.17: Segmento S cuyos extremos son dos puntos espejo.
Mediante el razonamiento de cubiertas, construimos la cubierta C que es una circunferencia
generada por el lazo β.
p
r
=⇒ qpe1 pe2
Figura 4.18: La cubierta C del orbifold S.
Ilustrando el razonamiento con la Figura 4.18, el lazo β sobre la cubierta comienza y finaliza
en el punto rojo p dando una vuelta completa a la circunferencia (tomamos sentido antihorario).
Definimos el camino Alicia α como el camino que comienza en el punto rojo p y finaliza en el
rosa r, recorriendo una semicircunferencia (tambie´n en sentido antihorario). Este camino sobre
nuestro orbifold S supone un lazo con inicio y final en el punto rojo que recorre la mitad del
segmento llegando hasta el punto espejo 1, pe1.
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Estudiando el camino conjugado entre estos dos lazos obtenemos, αβα, tenemos un camino
que comienza en el punto p, continu´a de manera antihoraria hasta el punto r (lazo α), recorre
la circunferencia completa en sentido horario debido a la accio´n del grupo de la simetr´ıa y de la
misma manera vuelve hasta el punto p. Este camino es homoto´picamente equivalente a realizar
una vuelta en sentido horario, es decir, β−1.
As´ı pues, el grupo fundamental de nuestro orbifold queda como sigue:
piorb1 (S,q) = 〈α, β : α2 = 1, αβα = β−1〉
Haciendo un cambio de generadores, γ = βα:
piorb1 (S,q) = 〈α, γ : α2 = 1, γ2 = 1〉 = Z2 ∗ Z2
El primer ejemplo que podemos dar en dimensio´n 2, consiste en considerar el pol´ıgono de
dos lados y dos ve´rtices, es decir, la circunferencia espejo con dos puntos die´dricos, como vemos
en la Figura 4.19.
2m1
2m2
e e
Figura 4.19: Pol´ıgono de dos lados con dos ve´rtices espejo.
Realizando la cubierta de este orbifold P2 obtenemos una esfera C con dos puntos de rota-
cio´n.
m1
m2
=⇒
2m1
2m2
e e
Figura 4.20: La cubierta C del orbifold P2.
Calculando el grupo fundamental de la cubierta, por el procedimiento descrito en el Ejem-
plo 4.2.2 se obtiene:
piorb1 (C, x0) = 〈g1,g2 : g1g−12 = 1,gm11 = 1,gm22 = 1〉
siendo g1 y g2 los lazos basados en x0 que rodean los puntos singulares de orden m1 y m2
respectivamente. De la relacio´n g1g
−1
2 = 1 se deduce g1 = g2.
piorb1 (C, x0) = 〈g1 : gm11 = 1,gm21 = 1
Tomando ahora la conjugacio´n de g1 por elemento caracterizador de la aplicaco´n recubridora,
el camino Alicia, tenemos la relacio´n:
αg1α = g
−1
1
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Renombrando el camino αg1 como γ, tenemos que la relacio´n anterior queda γ
2 = 1. Por tanto,
el grupo fundamental de nuestro orbifold P2 es el siguiente:
piorb1 (P2, x0) = 〈α, γ : α2 = 1, γ2 = 1, (αγ)m1 = 1, (αγ)m2 = 1〉
Notar que si tomamos el camino Alicia α como el camino que atraviesa la arista espejo izquierda,
realizar el camino αg1 es equivalente homoto´picamente a realizar el camino Alicia por la arista
derecha. Es decir, el camino Alicia en la arista derecha es el camino γ (ver Figura 4.21).
γ α
x0
2m1
2m2
e e
Figura 4.21: Caminos Alicia α y β a cada uno de las aristas espejo.
Generalicemos este resultado.
Teorema 4.2. Sea Pn el orbifold formado por un pol´ıgono de n aristas espejo y n puntos
die´dricos. Entonces el grupo fundamental orbifold de este espacio es:
piorb1 (Pn, x0) = 〈α1, . . . , αn : α21 = 1, . . . , α2n = 1, (αiαj)wi , j = (αiαj)wj ,i = 1,∀i, j ∈ {1, . . . ,n}〉
siendo wi, j = mcm(mi+1, . . . ,mj), i + 1, . . . , j mo´d n.
α1
α2
α3
α4
αn−1
αn
2m1
2m2
2m3
2m4
2m5
2mn−1
2mn
Figura 4.22: El orbifold Pn y los n caminos Alicia.
Demostracio´n. Procedamos por induccio´n sobre el nu´mero de aristas (o ve´rtices).
Supongamos cierto el teorema para el caso del orbifold Pr con r aristas. Probemos que es
cierto para el orbifold Pr+1. Para ello vamos a dividir el orbifold en dos subespacios de manera
que uno contenga r puntos die´dricos y el otro tan solo uno (ver Figura 4.23).
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αr
αr+1
x0
2m1
2m2
2m3
2m4
2m5
2mr
−→ 2mr+1
x0
Figura 4.23: El orbifold Pr+1 lo dividimos en dos subespacios.
El subespacio S1 es el correspondiente al pol´ıgono Pr con un agujero en la arista r. Por
hipo´tesis de induccio´n, conocemos el grupo de Pr . Ahora, con un agujero, el lazo que lo rodee
no sera´ trivial: αrαr+1 , 1. As´ı pues, tenemos que el grupo fundamental de S1 es:
piorb1 (S1, x0) = 〈α1, . . . , αr+1 : α21 = 1, . . . , α2r+1 = 1, (αr+1αj)w0, j = 1, (αiαj)wi , j = 1〉
siendo wi, j = mcm(mi+1, . . . ,mj) y en este caso los ı´ndices i, j toman valores i ∈ {1, . . . , r − 1 },
j ∈ {1, . . . ,r}, i < j.
El subespacio S2 se trata de un tria´ngulo en el que una arista no es espejo. Pensando en
la cubierta de este espacio, obtendr´ıamos un disco con un punto de rotacio´n en el interior de
orden mr+1. As´ı pues, el grupo fundamental de este espacio es:
piorb1 (S2, x0) = 〈γ1, γ2 : γ21 = 1, γ22 = 1, (γ1γ2)mr+1 = 1〉
siendo γi cada uno de los caminos Alicia que comienzan en x0, atravesando cada una de las
aristas espejo.
Para el espacio interseccio´n, observar que es homoto´picamente equivalente al ejemplo pri-
mero de pol´ıgono (ver Figura 4.17). Luego su grupo fundamental es:
piorb1 (S1 ∩ S2, x0) = 〈λ1, λ2 : λ21 = 1, λ22 = 1〉
Procediendo por el teorema de Seifert-Van Kampen, obtenemos que los generadores del
grupo fundamental orbifold de nuestro espacio Pr+1 es el conjunto:
G = {α1, . . . , αr+1, γ1, γ2}
El conjunto de las relaciones estara´ formado por las relaciones del grupo del primer subes-
pacio, del segundo y los generadores del espacio interseccio´n interpretado como generadores de
los dos subespacios. Es decir, con respecto S1, λ1 = αr+1 y λ2 = αr . Para el segundo subespacio,
λ1 = γ1 y λ2 = γ2. Tenemos entonces el conjunto generado por:
R = {α21 = 1, . . . , α2r+1 = 1, (αr+1αj)w0, j = 1, (αiαj)wi , j = 1, γ21 = 1, γ22 = 1,
(γ1γ2)mr+1 = 1, αr+1γ−11 = 1, αrγ−12 = 1}
Este conjunto se puede simplificar: αr+1 = γ1, αr = γ2.
R = {α21 = 1, . . . , α2r+1 = 1, (αr+1αj)w0, j = 1, (αiαj)wi , j = 1, (αr+1αr )mr+1 = 1}
Grupos fundamentales orbifold - Lorie´n Lascorz Lozano 43
As´ı pues, reescribiendo y agrupando propiedades, tenemos que:
R = {α21 = 1, . . . , α2r+1 = 1, (αiαj)wi , j = (αiαj)wj ,i = 1} ∀i, j ∈ {1, . . . ,r + 1}
Por tanto, el grupo fundamental de nuestro orbifold queda:
piorb1 (Pr+1, x0) = 〈α1, . . . , αr+1 : α21 = 1, . . . , α2r+1 = 1, (αiαj)wi , j = (αiαj)wj ,i = 1〉
para todo i, j ∈ {1, . . . ,r + 1}, siendo wi, j = mcm(mi+1, . . . ,mj), i + 1, . . . , j mo´d r + 1. 
4.2.6. Corona circular: estudio de las componentes de borde
Encaminando el estudio a superficies de manera general, debemos advertir si la superficie que
nos encontrarnos tiene borde o no. Adema´s, en el caso de los orbifolds, podemos encontrarnos
distintos tipos de borde: puntos borde no singular, puntos espejo y puntos die´dricos.
Para el estudio local del borde de un orbifold, tomamos coronas circulares de manera que
la circunferencia interior represente el borde a estudiar, rodeado de un entorno. Este enfoque
permite poder aplicar Seifert-Van Kampen de manera natural cuando nos encontremos ante
un orbifold con el borde de estas caracter´ısticas. Iremos presentando todas las posibilidades
mediante ejemplos, comenzando por casos sencillos para poder generalizar la situacio´n poste-
riormente.
Ejemplo 4.3. (Borde no singular) El ejemplo trivial es la corona circular en la que la cir-
cunferencia interior es borde con puntos no singulares. Es decir, esta figura es homoto´picamente
equivalente a S1, luego su grupo fundamental es pi1(O) = 〈γ : −〉 = Z.
Ejemplo 4.4. (Borde espejo) El primer ejemplo orbifold lo encontramos considerando toda
la circunferencia interior como puntos espejo (ver Figura 4.24), sin componentes de borde no
singular.
Figura 4.24: Corona circular: borde espejo.
El grupo fundamental orbifold esta´ determinado por el lazo γ y por el camino Alicia α.
Si constru´ımos la cubierta doble eliminando la simetr´ıa, el espacio resultante es una corona
circular, es decir, una superficie homeomorfa a una circunferencia S1 generada por γ. Para
calcular el grupo de nuestro espacio O0 tendremos que ver como influye el camino Alicia α. As´ı
pues, el grupo fundamental de este espacio es:
piorb1 (O0) = 〈α, γ : α2 = 1, αγα = γ〉 = Z × Z2
Cabe preguntarse co´mo ser´ıa el caso de un borde combinado en el que una parte fuera espejo
y otra borde no singular. Proponemos la situacio´n inicial en la que el borde se contiene una
componente espejo y otra borde no singular y despue´s consideraremos un borde formado por n
componentes de cada tipo.
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Ejemplo 4.5. (Borde espejo y no singular) Consideramos un borde compuesto por una
componente borde no singular y una espejo. Esta situacio´n, ilustrada en la Figura 4.25, vie-
ne determinada por los dos caminos generadores del ejemplo anterior, pero la conjugacio´n es
diferente.
Figura 4.25: Corona circular: borde espejo+borde.
Para explicar de manera clara lo que sucede, recurrimos a elaborar la cubierta de este
orbifold O1. Para ello, vamos a reinterpretar la corona circular como un cilindro, en la que cada
una de las circunferencias forman las circunferencias de las bases del cilindro (ver Figura 4.26).
=⇒ '
Figura 4.26: Corona circular ' cilindro, cubierta doble.
A realizar la cubierta, se genera un cilindro mediante el pegado por la arista espejo, en
cambio la arista borde genera un agujero. Luego la superficie de la cubierta es homotopicamente
equivalente a un disco con dos agujeros, es decir, a la unio´n de dos circunferencias S1, luego
su grupo fundamental sera´ 〈γ, s : −〉, siendo γ el lazo generador del cilindro/corona circular y
s el lazo que rodea el agujero interior del cilindro. La conjugacio´n de estos dos elementos con
respecto al camino Alicia que determina la aplicacio´n recubridora, se da de la siguiente manera:
αsα = s−1
αγα = sγ
Por tanto, el grupo fundamental orbifold de O1 es:
piorb1 (O1) = 〈α, γ, s : α2 = 1, αsα = s−1, αγα = sγ〉
Generalizar esta situacio´n significa considerar la circunferencia interior como un borde com-
puesto por una sucesio´n de componentes borde no singular y espejo.
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Figura 4.27: Corona circular con borde combinado.
Consideramos el orbifold On en el que tenemos n componentes de borde no singular y n de
borde espejo. Procediendo de manera ana´loga al caso anterior podemos concluir que el grupo
fundamental de este espacio es:
piorb1 (On) = 〈α,γ, s1, . . . , sn : α2 = 1, αsiα = s−1i , αγα = s1 . . . snγ〉 , ∀1 ≤ i ≤ n
Adema´s de componentes de puntos espejo y puntos no singulares, en los bordes tambie´n
podemos encontrarnos puntos die´dricos. Estos puntos son puntos espejo sobre los que actu´a,
adema´s, un grupo de rotaciones.
Ejemplo 4.6. (Borde espejo con puntos die´dricos) El ejemplo ma´s sencillo es el orbi-
fold D1 formado por la corona circular donde la circunferencia interior es espejo y hay un
punto de rotacio´n.
2n
Figura 4.28: Corona circular: borde espejo con un punto die´drico.
Realizando la cubierta doble resulta una corona circular donde el punto die´drico se ha
convertido en un punto de rotacio´n de orden n. Por tanto, el grupo fundamental de la cubierta
es:
piorb1 = 〈γ, β : βn = 1〉
siendo γ el lazo generador de la corona circular y β el lazo que rodea al punto de rotacio´n.
La conjugacio´n con respecto al camino Alicia α se da de la siguiente manera:
αγα = βγ
αβα = β−1
Luego el grupo fundamental orbifold de D1 es:
piorb1 (D1) = 〈α,γ, β : α2 = 1, βn = 1, αγα = βγ,αβα = β−1〉
Ana´logamente para el caso de dos puntos die´dricos (Figura 4.29).
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2n
2m
Figura 4.29: Corona circular con puntos espejo y dos puntos die´dricos.
En esta figura tenemos un orbifold D2 de dimensio´n 2 que consta de una corona circular
donde la circunferencia interna esta´ formada por puntos espejo y dos puntos die´dricos de orden
2n y 2m. Realizando la cubierta C nos resultara´n dos puntos de rotacio´n de orden n y m.
n
m
=⇒
2n
2m
Figura 4.30: Cubierta de la corona circular con puntos espejo y dos puntos die´dricos.
Centra´ndonos en el estudio de la cubierta, podemos observar que tenemos un orbifold for-
mado por una corona circular con tan solo dos puntos singulares, concretamente, dos puntos
de rotacio´n de orden n y m. Procediendo por el teorema de Seifert-Van Kampen, de manera
directa obtenemos que su grupo fundamental orbifold es:
piorb1 (C, x0) = 〈γ, β, ν : βm = 1, νn = 1〉
siendo β y ν los lazos que rodean a los puntos singulares de orden m y n respectivamente, y γ
el lazo que recorre el borde exterior de la corona circular.
n
m
ν
β
αx0
γ
Figura 4.31: Caminos sobre la cubierta orbifold C.
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Como en ejemplos anteriores, el ca´lculo del grupo fundamental de nuestro orbifold vendra´
determinado por el camino Alicia α. As´ı pues, el sistema de generadores estara´ formado por los
tres caminos anteriores y el camino Alicia:
Generadores = {γ, β, ν,α}
. Las relaciones las obtenemos de las relaciones anteriores, la relacio´n de simetr´ıa del camino
Alicia y las conjugaciones por este camino. Por tanto las relaciones son las siguientes:
Relaciones = {βm = 1, νn = 1, α2 = 1, αγα = νβγ, αβα = β−1, ανα = ν−1}
Luego el grupo fundamental orbifold de nuestro espacio D2 es:
piorb1 (D2, x0) = 〈γ, β, ν,α : βm = 1, νn = 1, α2 = 1, αγα = νβγ,αβα = β−1, ανα = ν−1〉
La situacio´n general del orbifold Dr corona circular con borde interior espejo y varios puntos
die´dricos se ilustra en la Figura 4.32.
2n12n2
2n3
· · ·
2nr−1
2nr
Figura 4.32: Corona circular: borde espejo con r puntos die´dricos.
Por el razonamiento anterior, el grupo de este orbifold es:
piorb1 (Dr ) = 〈α,γ, β1, . . . , βr : α2 = 1, βnkk = 1, αγα = β1 . . . βrγ,αβkα = β−1k 〉 , ∀1 ≤ k ≤ r
Una vez ya presentados los diferentes tipos de borde que nos podemos encontrar, conside-
remos el caso ma´s general. Cualquier componente de borde podra´ tener partes espejo, espejo
con puntos die´dricos y puntos no singulares.
Ejemplo 4.7. (Borde espejo con puntos die´dricos y no singular) En la Figura 4.33
se representa un orbifold corona circular cuyo borde interior esta´ formado por 4 componentes
espejo a, b, c y d (y 4 no singulares) y cada componente espejo contiene 3, 1, 0 y 2 puntos
die´dricos de o´rdenes a1,a2,a3, b1 y d1, d2.
2a12a2
2a3
2b1
2d1
2d2
Figura 4.33: Modelo general de borde orbifold.
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Escribimos a modo recordatorio el grupo fundamental orbifold de la corona circular con
borde general combinado entre componentes n espejo y n no singulares y la del borde general
espejo con r puntos die´dricos:
piorb1 (On) = 〈α,γ, s1, . . . , sn : α2 = 1, αsiα = s−1i , αγα = s1 . . . snγ〉 , ∀1 ≤ i ≤ n
piorb1 (Dr ) = 〈α,γ, β1, . . . , βr : α2 = 1, βnkk = 1, αβkα = β−1k , αγα = β1 . . . βrγ〉 , ∀1 ≤ k ≤ r
Para el orbifold generalMn,r , el grupo fundamental orbifold dependera´ del orden en el que
se presenten los puntos die´dricos y en que´ componente espejo. Por ejemplo, para el caso concreto
de la Figura 4.33, tenemos que su grupo fundamental estara´ generado por cada lazo que rodee
a los seis puntos die´dricos, a las cuatro componentes de borde no singular, al camino γ y el
camino Alicia:
Generadores = {α, γ, s1, . . . , s4, β1, . . . , β6}
En cuanto a las relaciones, las conjugaciones de cada uno de los generadores con el camino
Alicia resultan la misma relacio´n, excepto la conjugacio´n αγα. Las relaciones propias de cada
generador (camino Alicia o los puntos die´dricos) tambie´n son las mismas que anteriormente, el
estudio es ana´logo.
Relaciones = {α2 = 1, βnk
k
= 1, αβkα = β
−1
k , αsiα = s
−1
i , αγα = ¿?}
donde 1 ≤ k ≤ 6,1 ≤ i ≤ 4 y las potencias nk = {a1, . . . , d2} para cada uno de los valores de k.
Debemos concretar que´ sucede para la conjugacio´n del camino γ con α.
Notar que el lazo γ recorre la circunferencia exterior de la corona circular y realizar la con-
jugacio´n αγα sobre la cubierta doble representa recorrer la circunferencia interior. En los casos
anteriores la conjugacio´n equivale a realizar todos los lazos que rodeaban a los puntos singulares
o a las compenentes de borde no singular, de manera que en la cubierta el camino γ se pudiera
trasladar de la circunferencia exterior a la interior. Aprovechando este mismo razonamiento,
debemos recorrer todos los lazos en el orden presentado. Considerando que el camino Alicia se
situ´a, por ejemplo, atravesando la primera componente espejo entre la componente borde y el
punto die´drico de orden 2a1 (ver Figura 4.33), la conjugacio´n quedar´ıa como sigue:
αγα = β1β2β3s1β4s2s3β5β6s4γ
Por tanto, el grupo fundamental orbifold del caso general Mn,r es el siguente:
piorb1 (Mn,r ) = 〈α, γ, s1, . . . , sn, β1, . . . , βr :
α2 = 1, βnk
k
= 1, αβkα = β
−1
k , αsiα = s
−1
i , αγα = Wγ〉
donde 1 ≤ k ≤ r,1 ≤ i ≤ n y las potencias nk son los o´rdenes de rotacio´n de los k puntos
die´dricos. El camino W el producto de los generadores s1, . . . , sn, β1, . . . , βr en el orden correcto.
4.3. Teorema general
Como hemos ido desarrollando durante todo el trabajo, el estudio de las equivalencias ho-
moto´picas en puntos singulares lo hemos realizado de manera local, considerando un entorno
alrededor del punto o puntos a estudiar. De todo este ana´lisis hemos obtenido la forma general
para enfrentarnos a cualquier accio´n de grupos sobre variedades de dimensio´n 2 o´ 3.
As´ı pues, una vez estudiados todos los entornos posibles de puntos singulares, podemos
intentar ampliar el estudio a todo el espacio. En esta seccio´n proponemos una idea para ca´lculo
del grupo fundamental de cualquier orbifold.
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Teorema 4.8 (Grupo Fundamental Orbifold). Sea O un orbifold de dimensio´n n ≤ 2. Definimos
los conjuntos de entornos abiertos de los diferentes puntos singulares.
El conjunto Ur de los entornos abiertos que contienen a cada uno de los puntos interiores
de rotacio´n.
El conjunto Ue de los entornos abiertos que contienen a cada una de las componentes
espejo, con o sin puntos die´dricos.
El conjunto Ube de los entornos abiertos que contienen a cada una de las componentes
borde-espejo, con o sin puntos die´dricos.
Sea U el conjunto de todos los entornos abiertos de los diferentes puntos singulares, y
suponemos que su cardinal es t.
U = Ur ∪Ue ∪Ube |U| = t
Gracias al teorema de clasificcio´n de superficies cerradas, el orbifold O estara´ compuesto por
una superficie tipo Fg (g ≥ 0) o Nk (k > 0) con n componentes de borde (n ≥ 0) y t componentes
singulares (t > 0).
Tomamos la variedad Oˇ resultante de eliminar las componentes singulares al orbifold.
Oˇ = O \ U
As´ı pues, Oˇ sera´ una superficie Fg,n+t o Nk ,n+t .
Entonces, conociendo el grupo fundamental del espacio Oˇ y el grupo fundamental orbifold
de cada una de las componentes singulares, podemos calcular el grupo del orbifold O.
pi1(Oˇ) , piorb1 (Us) =⇒ piorb1 (O) ∀Us ∈ U
Demostracio´n. La idea principal para probar este teorema reside en aplicar el teorema de
Seifert-Van Kampen sobre cada entorno de puntos singulares. Cuando aplicamos este teorema,
realizamos la divisio´n de dos subespacios con una interseccio´n no vac´ıa y conexa. El subespacio
primero consideramos la variedad Oˇ y como segundo el entorno U1 del punto o puntos singulares
que vayamos a a estudiar. Como interseccio´n quedara´ un espacio a un disco menos un punto
interior, es decir, su grupo fundamental sera´ 〈ρ : −〉. Este lazo visto desde el grupo fundamental
de Oˇ sera´ equivalente al generador σ que rodee el agujero que dejaba la ausencia del punto o
los puntos singulares. Desde el segundo espacio, ρ sera´ equivalente al lazo que rodee al punto
de rotacio´n o al camino γ en el caso de encontrarnos ante un punto singular borde. 
As´ı pues, de manera natural se puede aplicar el teorema de Seifer-Van Kampen y calcular
de manera general el grupo fundamental orbifold de cualquier espacio. Hemos establecido una
estrategia u´til y efectiva para dicho ca´lculo.
4.3.1. Ejemplos representativos
Como la presentacio´n expl´ıcita de los grupos orbifold del Teorema 4.8 quedar´ıa excesivamen-
te extensa, vamos a dar la presentacio´n en algunos ejemplos lo suficientemente significativos.
El primer ejemplo que consideramos consta de una superficie orientable sobre la que actu´an
diferentes grupos (ver Figura 4.34).
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7 x0
4
6
Figura 4.34: Ejemplo de orbifold general.
En esencia esta figura es un toro donde actu´a un grupo de rotacio´n de orden 7, tiene un
agujero con componente de borde, una componente espejo y una mixta entre borde, espejo y
die´drico. Seguiremos las instrucciones descritas en el teorema general.
El orbifold Oˇ resultante de eliminar los entornos de los puntos singulares (sera´ por tanto
una variedad), se ilustra en la siguiente figura.
1 x0
4
3
2
Figura 4.35: Ejemplo de orbifold general sin entornos singulares.
Esta variedad es homeomorfa a un toro T2 con 4 agujeros. Podemos entender sus generadores
y relaciones por medio de su representacio´n poligonal (ver Figura 4.36).
1
2
3
4
σ2
σ1
σ2
σ1
Figura 4.36: Toro con 4 agujeros, superficie F1,4 .
Por tanto, su grupo fundamental sera´:
pi1(Oˇ, x0) = 〈σ1, σ2, γ1, γ2, γ3, γ4 : [σ1, σ2] = γ1γ2γ3γ4〉
donde σ1, σ2 son los generadores del toro y el lazo γi rodea al agujero i, 1 ≤ i ≤ 4.
Con respecto a cada uno de los abiertos que contienen a los puntos singulares, tenemos tres
situaciones (ver Figura 4.37).
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7
Entorno U1 Entorno U2
6 4
Entorno U4
Figura 4.37: Entornos US de puntos singulares del orbifold O.
Nos saltamos el entorno U3 para asociarlo a la componente borde, de manera que la nume-
racio´n coincida. Por el procedimiento expuesto en el apartado anterior, obtenemos los grupos
fundamentales de estos entornos.
piorb1 (U1) = 〈γˆ1 : γˆ71 = 1〉
piorb1 (U2) = 〈γˆ2, α2 : α22 = 1, α2γˆ2α2 = γˆ2〉
piorb1 (U4) = 〈γˆ4, α4, s, β1, β2 :
α24 = 1, β
2
1 = 1, β
3
2 = 1, α4β1α4 = β
−1
1 , α4β2α4= β
−1
2 , α4sα4= s
−1, α4γˆ4α4= sβ1β2α4γˆ4〉
Solo queda el“pegado”de las superficies singulares, por Seifert-Van Kampen. Vamos a an˜adir
cada una de las componentes consecutivamente. En primer lugar, calcularemos el orbifold Oˇ∪U1.
Notar que la interseccio´n entre Oˇ y los entornos Ui es siempre un espacio homeomorfo a S1.
piorb1 (Oˇ, x0)
((
piorb1 (Oˇ ∩U1, x0) = 〈u1 : −〉
))
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piorb1 (Oˇ ∪U1, x0) = ¿?
piorb1 (U1, x0)
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La interpretacio´n del lazo u1 en los generadores de Oˇ es igual a γ1, y en U1 es equivalente
al lazo γˆ1, luego se tiene que en el orbifold Oˇ ∪U1, γˆ1 = γ1. Por tanto, su grupo fundamental
queda:
piorb1 (Oˇ ∪U1, x0) = 〈σ1, σ2, γ1, γ2, γ3, γ4 : [σ1, σ2] = γ1γ2γ3γ4, γ71 = 1〉
Ahora vamos a calcular el orbifold resultante de “pegar” el entorno U2 a este orbifold. De
manera ana´loga al paso anterior, la relacio´n que se obtiene de interpretar el lazo u2 en los
generadores de ambos orbifolds es γˆ2 = γ2. As´ı pues, tenemos el siguiente grupo fundamental
para el espacio unio´n entre U2 y Oˇ ∪U1.
piorb1 (Oˇ ∪U1 ∪U2, x0) = 〈σ1, σ2, γ1, γ2, γ3, γ4, α2 : [σ1, σ2] = γ1γ2γ3γ4,
γ71 = 1,
α22 = 1, α2γ2α2 = γ2〉
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Finalmente, con un procedimiento similar, tenemos para el abierto 4 la relacio´n γˆ4 = γ4.
As´ı pues, utilizando de nuevo Seifert-Van Kampen, obtenemos el grupo fundamental orbifold
de nuestro espacio O, unio´n de la variedad Oˇ con los abiertos U1, U2 y U4.
piorb1 (O, x0) = 〈σ1, σ2, γ1, γ2, γ3, γ4, α2, α4, β1, β2, s : [σ1, σ2] = γ1γ2γ3γ4,
γ71 = 1,
α22 = 1, α2γ2α2 = γ2,
α24 = 1, β
2
1 = 1, β
3
2 = 1,
α4β1α4 = β
−1
1 , α4β2α4 = β
−1
2 ,
α4sα4 = s−1, α4γ4α4 = sβ1β2α4γ4〉
Esta presentacio´n se puede reducir: de la relacio´n [σ1, σ2] = γ1γ2γ3γ4 se puede eliminar
el generador γ3 de manera directa. Adema´s, de la expresio´n α4γ4α4 = sβ1β2α4γ4 podr´ıamos
eliminar s, pero deber´ıamos sustituirla en otra relacio´n y la presentacio´n quedar´ıa ma´s tediosa.
Optamos por eliminar solo el generador γ3.
piorb1 (O, x0) = 〈σ1, σ2, γ1, γ2, γ4, α2, α4, β1, β2, s : γ71 = 1,
α22 = 1, α2γ2α2 = γ2,
α24 = 1, β
2
1 = 1, β
3
2 = 1,
α4β1α4 = β
−1
1 , α4β2α4 = β
−1
2 ,
α4sα4 = s−1, α4γ4α4 = sβ1β2α4γ4〉
As´ı pues, hemos obtenido el grupo fundamental de nuestro orbifold mediante las instruccio-
nes indicadas en el teorema general.
Un caso particularmente interesante aparece al preguntarse que´ pasar´ıa si no tuvie´ramos
componente propia de borde no singular. El orbifold que estamos considerando ahora equivale
a “tapar” con un disco la componente 3 (ver Figura 4.35) de borde, como se representa en la
siguiente figura.
7 x0
4
6
Figura 4.38: Ejemplo de orbifold general sin componente propia de borde no singular.
Realizando un estudio paralelo al realizado en la situacio´n anterior, obtenemos la siguiente
presentacio´n del grupo fundamental orbifold:
piorb1 (O, x0) = 〈σ1, σ2, γ1, γ2, γ4, α2, α4, β1, β2, s : [σ1, σ2] = γ1γ2γ4,
γ71 = 1,
α22 = 1, α2γ2α2 = γ2,
α24 = 1, β
2
1 = 1, β
3
2 = 1,
α4β1α4 = β
−1
1 , α4β2α4 = β
−1
2 ,
α4sα4 = s−1, α4γ4α4 = sβ1β2α4γ4〉
Cap´ıtulo 5
Conclusiones
A lo largo de todo el estudio, se ha introducido al lector al a´rea de la topolog´ıa algebraica
referida a los espacios orbifold con la intencio´n de aportar herramientas con las que abordar el
verdadero objetivo del trabajo: el ca´lculo de grupos fundamentales de orbifolds. Para ello, se
ha trabajado desde los principios topolo´gicos ba´sicos establecidos y estudiados para el caso de
variedades, traduciendo todos esos cimientos teo´ricos para el nuevo escenario.
Partiendo de las primeras proposiciones, hemos podido formalizar los principios topolo´gicos
para los orbifold, tratando siempre de considerar estos espacios como una extensio´n de las
variedades. En particular, hemos podido enunciar importantes resultados de la teor´ıa de espacios
recubridores y el concepto de grupo fundamental para los espacios orbifold, que era nuestro
objetivo a nivel teo´rico.
En referencia a la aplicacio´n de esta formalizacio´n teo´rica de los espacios orbifold, debemos
destacar una herramienta importante: el teorema de Seifert-Van Kampen. Gracias a la prepara-
cio´n de las bases teo´ricas, este teorema propuesto para variedades, lo hemos podido trasladar a
los orbifolds de manera ana´loga. Esto ha facilitado desarrollar el ca´lculo del grupo fundamental
de los orbifold, trabajando con varios ejemplos diversos. Este teorema nos permite conocer el
grupo fundamental de un orbifold, pero las consecuencias de este hecho van mucho ma´s alla´, de-
bido a que el grupo fundamental de un espacio proporciona mucha informacio´n sobre el espacio,
sus principales propiedades y aplicaciones sobre e´ste. Adema´s, aporta una herramienta ma´s pa-
ra el estudio de espacios topolo´gicos: el a´lgebra. Permite reducir algunos problemas topolo´gicos
de los espacios a problemas puramente algebraicos.
Una caracter´ıstica de este trabajo es la multitud de ejemplos y dibujos que contiene. En
ocasiones, aparecen situaciones excesivamente sencillas con el objetivo de clarificar e ilustrar
el resultado que se esta´ describiendo. Estas figuras ayudan a la argumentacio´n matema´tica y
motivan la direccio´n teo´rica del trabajo.
El teorema de Seifert-Van Kampen sobre orbifolds y la teor´ıa de cubiertas han sido los
dos instrumentos en el desarrollo del ca´lculo de grupos fundamentales orbifold, y por tanto,
los principales sustentadores del teorema general de grupos fundamentales. Este resultado,
presentado para dimensio´n 2, es fa´cilmente trasladable a espacios de dimensio´n 3.
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